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本 书 是 为 应 用 数学 、 信 息 与 计算 科学 、 应 用 物理 、 信 和 号 与 图 像 处 理 、 计 
算 机 软件 及 其 应 用 等 专业 的 高 年 级 本 科 生 、 硕 士 研究 生 学 习 “ 小 波 分 析 ” 而 
编写 的 ， 它 源 于 编者 多 年 来 在 武汉 大 学 讲授 小 波 分 析 时 所 使 用 的 讲义 ， 在 这 
次 正式 出 版 之 前 再 次 进行 了 认真 的 修订 . 

本 书 系统 地 阐述 了 小 波 分 析 的 基础 理论 及 其 典型 应 用 ， 全 书 共 九 章 ， 大 
体 可 分 为 四 个 部 分 : 

(1) 预备 知识 . 第 1 章 是 全 书 所 需要 的 预备 知识 ， 主 要 包括 赋 范 线性 空 
E, AMER. Hilbert 空间 、Riesz 基 与 标准 正 交 基 、 正 交 投 影 算 子 、Fou- 
rier 变换 、Fourier 级 数 、Gibbs 现象 等 基本 概念 ， 同 时 也 不 加 证 明 地 罗列 了 
一 些 重要 结论 ， 并 提供 了 丰富 的 例子 ， 熟 悉 泛 函 分 析 与 Fourier 分 析 的 读者 
当然 可 以 跳 过 这 一 章 . 

(2) 基本 内 容 . 这 部 分 包括 第 2、3、4 章 与 第 6 章 的 第 1、2 节 ， 系 统 阐 
述 了 小 波 分 析 基 础 、 多 分 辩 率 分 析 、 尺 度 函 数 与 小 波 ， 以 及 紧 支 正 交 小 波 的 
基本 概念 、 理 论 和 方法 ， 介 绍 了 信号 的 多 尺度 通 近 和 小 波 变 换 的 Mallat 快 
速算 法 ， 给 出 了 Haar 小 波 、Marr 小 波 、 线 性 样 条 小 波 、Shannon 小 波 、 
Franklin 小 波 、IMeyer 小 波 、Battle-Lemarié 小 波 族 、Daubechies 小 波 、 
Coiflet 小 波 等 典型 例子 . 

(3) 提高 部 分 . 这 部 分 包括 第 5 章 、 第 6 章 的 第 3 一 5 节 、 第 7 章 ， 主 要 
论述 几 种 要 求 比 正 交 性 条 件 更 宽泛 的 小 波 ， 本 书 统称 为 非 正 交 小 波 ， 包 括 二 
进 小 波 、 双 正 交 小 波 、 半 正 交 小 波 、 小 波 框架 等 ， 论 述 提升 格式 的 频 域 表示 
与 多 相位 结构 、 双 正 交 小 波 的 提升 构造 、 整 数 小 波 变 换 、 正 交 小 波 包 、 多 重 
多 分 辨 率 分 析 与 正 交 多 小 波 、 预 处 理 与 平衡 多 小 波 等 . 

(4) 典型 应 用 . 第 8 章 介绍 了 小 波 分 析 的 几 种 主要 应 用 ， 包 括 连续 小 波 
变换 的 应 用 举例 ， 信 号 的 奇异 性 检测 、 小 波 阐 值 去 品 、Besov 空间 小 波 图 像 
HR. MARA RES. 第 9 章 是 小 波 在 科学 计算 中 的 应 用 ， 主 要 是 
以 BCR 快速 算法 为 例 介绍 算 子 的 稀 玻 逼 近 与 偏 微分 方程 的 小 波 数值 解法 . 

本 书 的 主要 特点 可 概括 为 “一 个 强调 、 二 个 适度 、 三 种 方法 ”. 
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O 小 波 分 析 是 数学 与 应 用 数学 领域 近 三 十 年 来 迅速 发 展 的 一 个 新 分 
支 ， 在 理论 和 应 用 方面 都 取得 了 令 人 瞩目 的 成 就 . 因此 ， 本 书 在 阐述 小 波 的 
基本 概念 、 基 本 理论 与 基本 方法 时 始终 强调 其 数学 思想 与 物理 〈 或 工程 ) 背 
景 ， 力 图 使 读者 不 仅 懂 得 如 何 做 而 且 知 道 为 什么 这 样 做 - 

C2) 适度 地 阐述 小 波 基本 理论 和 适度 地 介绍 小 波 典 型 应 用 是 编写 本 书 的 
另 一 个 指导 思想 .本 书 (第 2 一 7 章 ) 只 能 说 是 覆盖 了 小 波 的 基本 理论 ， 至 
于 更 多 更 深刻 的 理论 当然 尚 有 待 于 读者 将 来 通过 进一步 学 习 与 研究 来 掌握 . 
迄今 ， 小 波 已 广泛 应 用 于 数值 分 析 、 算 子 理论 、 信 号 处 理 、 图 像 压 缩 、 模 式 
识别 、 量 子 物 理 、 故 障 诊断 等 众多 领域 ， 本 书 〈 第 8、9 章 ) 仅仅 介绍 了 其 
中 很 少 的 几 个 方面 ， 既 很 典型 也 很 基本 ， 不 同学 科 背 景 的 读者 想必 都 能 以 此 
为 切入 点 开展 更 深入 的 应 用 研究 或 者 用 于 解决 实际 问题 . 

G) 本 书 的 另 一 个 特点 是 重点 突出 了 三 种 典型 方法 : O 时 频 转 化 ， 小 
波 分 析 是 在 Fourier 分 析 的 基础 上 发 展 起 来 的 ， 函 数 或 信号 的 许多 时 域 上 的 
性 质 转化 为 频 域 上 的 特征 来 研究 则 更 容易 或 更 本 质 化 ，@ 周期 化 方法 .把 
无 穷 区 间 上 的 积分 处 理 成 一 个 周期 函数 在 有 限 区 间 例 如 [0,2xj 上 的 积分 ， 
使 之 容易 与 Fourier 级 数 联系 起 来 . 这 种 方法 也 体现 了 Fourier 分 析 的 特点 . 
O 奇偶 拆 项 法 . 在 讨论 与 小 波 滤波 器 有 关 的 问题 时 往往 使 用 这 一 方法 .可 以 
说 ， 只 要 掌握 了 这 三 种 方法 ， 就 获得 了 打开 小 波 理论 之 门 的 钥匙 ， 就 可 以 顺 
利 地 踏 上 愉快 的 小 波 之 旅 . | 

需要 特别 指出 的 是 ， 本 书 中 有 些 命题 尤其 是 在 频 域 上 的 等 式 ， 本 应 该 是 
“几乎 处 处 ”成 立 的 ， 考 虑 到 非 数 学 专业 的 读者 一 般 不 具备 实 分 析 知 识 ， 我 
们 略 去 了 “几乎 处 处 ”使 之 成 为 了 恒等式 .从 经 验 来 看 ， 这 对 从 数学 理论 上 
严谨 理解 上 述 的 相应 结论 基本 不 受 什 么 影响 ， 恕 不 在 正文 中 就 此 一 一 说 明 
了 . 

本 书 是 武汉 大 学 “十 一 五 ”规划 教材 . 

本 书 在 编写 过 程 中 查阅 和 参考 了 国内 外 关于 小 波 的 大 量 书籍 与 期 刊 杂 志 
及 网 上 资料 ， 在 此 并 向 所 有 相关 文献 的 专家 学 者 一 并 表示 衷心 的 感谢 . 

限于 编者 的 水 平 ， 教 材 中 错漏 不 当 之 处 在 所 难免 ， 县 请 读者 批评 指正 . 
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第 一 章 预备 知识 


本 章 是 小 波 分 析 CWavelet Analysis) 的 理论 基础 ,主要 罗列 泛 函 分 析 与 
Fourier 分析 的 有 关 基 本 概念 、 基 本 理论 和 基本 方法 , 这 些 知识 是 学 习 本 书后 
续 各 章节 的 基础 知识 . 


1.1 赋 范 线性 空间 


赋 范 线性 空间 的 理论 尤其 是 Banach 空间 的 理论 , 以 及 定义 在 这 类 空间 
上 的 线性 算 子 理论 ， 是 泛 函 分析 中 最 基本 也 是 最 完善 的 理论 , 为 研究 现代 数 
学 与 物理 中 中 到 的 大 量 线性 问题 或 非 线性 问题 提供 了 有 效 的 工具 和 方法 . 


1.1.1 赋 范 线性 空间 与 Banach 空间 


定义 1.1 设 X 是 一 个 非 空 集合 , 是 复 ( 或 实 ) 数 域 , 在 X 的 元 素 之 间 
定义 了 加 法 运算 和 数 乘 运算 ,并且 满足 以 下 8 条 运算 规律 Vz,y,zE XR 
Va off €E K, 有 

(a) Z 十 yy 一 yy 十 Zi; 

(b> (zx 十 y) 十 z= 二 工 十 (y 十 zz); 

O 存在 零 元 素 0, x 十 9 二 2; 

(d) 存在 zx 的 负 元 素 一 z, r+ r) = 0; 

Ce) 1。 工 一 工 

(人 Aue = Alus); 

(2) alrt y) =aAxtay; 

(h) Atwr=Artysz, 

WARES X 为 复 ( 或 实 ) 线性 空间 . 

线性 空间 的 元 素 又 称 为 向 量 , 因此 线性 空间 又 称 为 向 量 空间 . 

例 1.1 WMA mX n RSA, 按 通常 的 矩阵 加 法 和 数 乘 运算 构成 一 
个 实 线 性 空间 , 记 为 Mnxn《R). Hm= nt, WA M,R). 
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例 1.2 区 间 [a,6] 上 连续 函数 全 体 , 按 通 常 的 函数 加 法 和 数 乘 运算 构 
成 一 个 实 线性 空间 , 记 为 CLa,61. 

BE rzz，…rn 是 线性 空间 X 中 的 元 素 , 由 zi zz sz, 的 线性 组 合 的 
全 体 构成 的 集合 


(Mave Jay © Ky j =1,2,-n} 


称 为 由 x1 ,zx2，,… ,zx 生成 的 线性 子 空间 , 记 为 spani strata). 
例如 ,三 维 向 量 空间 Ri 中, Sis (1,0,0), j= (0,1,0), k= (0,0,1), 
则 span{i,j,k} 就 是 R’, 而 span{i,j} 就 是 xOy 平面 上 的 向 量 全体 . 
设 X,Y 都 是 数 域 K 上 的 线性 空间 ， 则 
XXY = {(z,y)|r EX, yEY} 
也 是 数 域 Kk 上 的 线性 空间 , 称 之 为 X 与 了 的 乘积 空间 . 特别 当 X = Y 时， 
XXX= X= (rx,y)|zr,y € X). 
WR=R 为 实数 全 体 , WR =RXR= {(x,y)|z,y ER 是 二 维 实 向 
量 全 体 , R =RXRX XR En 维 实 向 量 全 体 . 


a 个 
定义 1.2 设 X 是 一 个 线性 空间 ,Y 是 一 个 复 ( 或 实 ) 数 集 , f 是 从 X 到 
Y 的 一 个 映射 , 即 f: XY, 则 称 / 为 一 个 泛 函 . 
例 1.3 设 X 表 示 线 性 空间 C[a,6j, 在 XX 中 取 定 一 个 y(t), 定义 映射 


fic) = Proyo ar, Wut) € X, (1.1) 


则 了 就 是 由 X 到 RR 的 一 个 泛 函 . 

例 1.4 设 关 表示 线性 空间 1M(R), 定义 映射 

f(A) = det(A), VAE XX, (1. 2) 

其 中 det(A) 表示 A 的 行列 式 , 则 f Eh X 到 实数 域 R 的 一 个 泛 函 . 

定义 13 设 K 是 复 ( 或 实 ) BUR, XEK 上 的 一 个 线性 空间 ，/ 是 X 上 
的 一 个 泛 函 , 记 为 f(z) = loll, 如果 ell 满足 下 列 三 个 条 件 ( 称 为 范 数 公 
H): VanyEXRVAECK,A 

D lel S0, A lel ==0 当 且 仅 当 xz = 6; 

(2) Jarl =la lel; 

(3) [etyl <lill +y, 
则 称 这 个 泛 函 f= |e |] 为 X 上 的 一 个 范 数 . 定义 了 范 数 的 线性 空间 称 为 赋 
范 线性 空间 . 

范 数 是 数 的 绝对 值 概念 的 一 种 推广 . 数 的 绝对 值 显然 满足 范 数 公理 ， 所 
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以 绝对 值 也 可 以 看 做 一 种 范 数 . 
例 1.5 对 于 n 维 实 向 量 全 体 R”, x= (x) »Z29 Tn) E R”, 定义 范 数 


1 全 本 (1.3) 
则 Re 按 这 个 范 数 |. | 2 构成 一 个 赋 范 线性 空间 
例 1.6 在 线性 空间 Cab] 中 , 定义 范 数 
fll = IDa YAO € Clad], aa 
则 Ca b] BOZMA Ie la 构成 一 个 赋 范 线性 空间 . 


如 果 在 CLa,5] 上 定义 另外 一 种 范 数 
Il Fl o = max POIR 


MSA Cla,b] txia Ile llo 构成 男 外 一 个 赋 范 线性 空间 
例 1.7 ZEKE, b] E p7 Lebesgue 可 积 函 数 全 体 


(rof Irola <+eo}, (1.5) 
把 几乎 处 处 相等 的 函数 视 为 同一 个 函数 ， 记 为 Mies), 在 其 上 定义 范 数 
| fll, = (| | ce) |Pae)? (1.6) 


则 Le[a,5j 构成 一 个 赋 范 线性 空间 . 
在 (一 co, 十 cc) 上 的 p 方 Lebesgue ARRAREN LAR), 在 其 上 定 
义 范 数 
1 
Ill, = (|Z Irola), a.n 
则 Lz (R) 构成 一 个 赋 范 线性 空间 . 特别 , 当 p = 二 2 时 , VR) 是 小 波 分 析 中 使 
用 最 多 的 一 种 赋 范 线性 空间 . 
在 不 必 区 分 L2[a,g AB LR 时 ,就 统一 用 L? 表示 . 
定理 1.1 赋 范 线性 空间 L? 中 的 三 个 重要 不 等 式 : 
(1) Halder 不 等 式 Bp >1,g>1, atts =1, fH EL, 
g(t) EL, 则 flt)g(t) EL’, HA 


ll fe llix<Ufll, lel. (1.8) 
(2) Schwarz 不 等 式 Æ Holder 不 等 式 (1.8) PRp=q=2, 则 有 
felix | fl: dele. (1.9) 


(3) Minkowski 不 等 式 设 p 守 1, f(t) ,g(t) E L, MfM+eO0E 
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L’, E 
If+el < Ifl, + lel,. a. 10) 
例 1.8 记 *= (q) 是 一 个 数列 , Fpl, ic 
P = [x] inl <o), (1.11) 
在 上 定义 范 数 
Ixl = (È lal)’, vrer, 4.12) 


则 2? 构成 一 个 赋 范 线性 空间 , 称 为 p 方 可 和 序列 空间 . EL 空间 中 , 也 有 
Holder FÆR, Schwarz 不 等 式 以 及 Minkowski FÆR. 

需要 指出 的 是 , RE Lla b] LAR 与 这 3 个 空间 中 范 数 的 定义 
《1.6),《1.7) RCL 12) 式 是 各 不 相同 的 , 但 我 们 采用 了 同一 个 记号 | 上， 来 
表示 这 些 范 数 , 这 在 具体 应 用 时 根据 上 下 文 是 完全 能 够 分 辨 清楚 的 . 

定义 1.4 Bir) 是 赋 范 线性 空间 X 中 的 点 列 ， 如 果 存 在 一 个 x E X, 
使 im || x, 一 zx = 0, WWE (x, } 依 范 数 || + || KAF z. 

今后 如 无 特别 说 明 , 对 于 赋 范 线性 空间 中 的 收敛 都 是 指 依 范 数 收敛 . 

定义 1.5 设 (x,} 是 赋 范 线性 空间 中 的 点 列 , 如 果 Ve > 0, 存在 正 整数 
N, 使 当 m,n > 几时 ， ll Tm Tn il KE, WER x, } 是 一 个 基本 点 列 ， 又 称 为 
Cauchy 点 列 . 

WMR X 中 的 每 一 个 基本 点 列 都 收敛 于 天 中 的 元 素 , 则 称 X 是 完备 的 . 完 
备 的 赋 范 线性 空间 称 为 Banach 空间 . 

例如 ，L2 Fl? 都 是 Banach 空间 . 

又 如 ,，C[a, 刀 关于 范 数 | AIl 。 = max | f(t) | Æ Banach 空间 , 但 关于 


wR Il fil, = | | fW | dt AVE Banach 空间 . 


1.9 证 明 : CL0,1] 关 于 范 数 || . || 不 是 Banach 空间 . 
证 考虑 如 下 了 数列 : 


l, 0<t<F, 


六 GD = 1—2n(t— 5), 


0, 


aR, AO 是 区 间 [L0,1] 上 的 连续 函数 (” 1), A 


赋 范 线性 空间 E 5 


I~ fal? <44+4 +0, mnt, 


PRA Ff, (2), n= 1) 是 CL0,1] 中 的 一 个 Cauchy 点 列 . 
ASEM, Ve € [0,1]， 函 数列 Aa O 收敛 于 函数 
1, O<¢t< = 
f@ = i 
0, 5 <t<l. 
但 f(t) 人 CLO,1). ARER, (O, n1) 在 CL0,1] PRR, 因此 
C{O,1] AE Banach 空间 . 
我 们 知道 , XF n 维 向 量 空间 R, 存在 ”个 线性 无 关 的 向 量 x1 x2, 
Xn» (849 R" 中 的 任 一 向 量 x 可 以 唯一 地 表示 为 这 ? 个 向 量 的 线性 组 合 ， 即 这 
n 个 线性 无 关 的 向 量 构 成 R 的 一 个 基 ，R" 等 于 由 这 个 基 生 成 的 子 空间 , 即 
R” = span{xi ,Xz ,""* ,Xn}, 
R 中 的 基 不 是 唯一 的 , 其 中 任何 x 个 线性 无 关 的 向 量 都 可 以 作为 茜 . 现在 把 
基 和 线性 无 关 的 概念 推广 到 无 限 维 空间 . 
定义 1.6 BRE= (ps 上 之 1} Æ Banach 空间 X 中 的 一 个 点 列 , 如 果 
Vx E X, 存在 唯一 的 数列 {c,) E ,使 得 在 依 范 数 收敛 的 意义 下 


十 co 
r= dg,» (1. 13) 
k=1 


MPR E Æ X 的 一 个 Schauder 基 ， 其 中 c 称 为 z 关于 这 个 Schauder 基 的 第 
个 坐标 . 进一步 , 若 Vz E X, 级 数 (1. 13) 无 条 件 收敛 ( 即 与 项 的 排列 次 序 无 
K), Me ERX 的 一 个 无 条 件 基 . 

无 限 维 的 Banach 空 间 不 一 定 存 在 无 条 件 基 , 即使 存在 无 条 件 基 {gp , & EE 
N), (p) 的 生成 子 空间 span{ gy » k EN) 也 不 一 定 就 是 这 个 Banach 空间 . 这 
与 有 限 维 空间 是 很 不 相同 的 ， 因 为 在 无 限 维 空间 中 还 涉及 收敛 点 列 的 极限 
点 . 

一 个 集合 S 加 上 它 的 所 有 的 极限 点 后 得 到 的 集合 , 称 为 S 的 闭 包 ， 记 为 
S. Kg. k EN) 的 所 有 的 线性 组 合 构 成 的 集合 的 闭 包 记 为 

span{g,, & € N). 
定义 1.7 BRE= (p> k 1} 是 Banach 空间 X 中 的 一 个 点 列 . 
(1) 车 的 任 一 有 限 子 集 是 线性 无 关 的 , 则 称 已 是 线性 无 关 的 . 


十 co 
(2) FD) cep, WHF OBE c = 0 (Vk EN), NEKE Æo- 无 关 的 . 
k=] i 
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(3) VEEN, g E spant, n EN, nk}, MEK E SRA. 


定理 1.2 HE= (p; k> 1) 是 Banach 空间 X 中 的 一 个 点 列 ， 
(1) #EXX % Schauder A, MERX 中 的 极 小 点 列 ， 且 
span(g,, k E N) = X. 
(2) 若 忆 是 关中 的 极 小 点 列 ， 则 巨 是 XX 的 一 个 w- AKA. 
(3) EAX 中 的 w- AKAN, MEAX 中 是 线性 无 关 的 . 


1.1.2 ”线性 算 子 与 线性 泛 函 


定义 1.8 设 X,Y 是 实数 或 复数 域 K 上 的 赋 范 线性 空间 , T: X 一 Y 是 
一 个 映射 . 

D 若 Vzxi,T2 EX 及 VA E K, 有 

TA, 21 二 A2x2) =A, Tx) +A T(r,), 

则 称 了 工 是 一 个 线性 算 子 . 若 工 的 值 域 mD CK, 则 称 工 是 X 上 的 线性 泛 
函 . 

(2) 若 存在 正 数 M, 使 得 

[Tz|<Mlz], Yze X， 

Wh 工 是 有 界 算 子 . AT MAAR ST. 则 称 了 是 有 界线 性 算 子 . 

(3) 若 VzozEX 当 z 一 时, 有 Tr, 一 Tr, 则 称 工 是 连续 算 子 . 

(4) Æ TER Im =Y, 且 工 是 一 一 映射 , 则 称 工 是 可 道 算 子 . 

O 若 对 于 X 中 的 任 一 有 界 点 列 (zn)， 点 列 {Tz) 包含 一 个 收敛 子 点 
列 , WK 工 是 紧 算 子 或 全 连续 算 子 . 

顺便 指出 ,对 于 线性 算 子 ， 只 和 需 X,Y 是 线性 空间 即 可 . 

例 1.10 Bx = (21st, tq)? -E R", y= (9123s Ym) E R”, 
矩阵 4 © Mmxn《R)， 则 线性 变换 y = Ax 是 R > R” 的 一 个 线性 算 子 . 

例 1.11 RREZ, KAL b] LRA k MERTA XARA A 
常 的 函数 加 法 和 数 乘 运算 构成 一 个 实 线性 空间 , 记 为 Lab] 定义 映射 


(DPD = HB = gH, VFO E Cab], 


Wea) E C [a,b], DÆH C lab] BC a b] HARER. 我 们 把 
这 一 线性 算 子 称 为 微分 算 子 . 
例 1.12 在 赋 范 线性 空间 Cla, b] 上 定义 映射 


(Tx) = | zcodr， t € [a,b], 
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Tz = frode, Yz) € C[a,b], 
则 Ti T: 2H Cla, b] 上 的 线性 算 子 与 线性 泛 函 . 
例 1.13 ” 赋 范 线性 空间 Cla, b] 上 的 线性 算 子 
(Tr)(s) = [ Ks, Dz de, VY z(t) € Cla,b] 


称 为 Fredholm HF, 或 称 为 积分 算 子 , 其 中 KG) 是 闭 区 域 [a,5] x [a,b] 
上 的 二 元 连续 函数 ， 称 为 算 子 工 的 核 函 数 . 

下 面 证 明 积 分 算 子 本 是 由 CLa,6] 到 其 自身 的 紧 算 子 . 这 只 需 证 明 , 对 于 
Cla,b] 中 的 任 一 有 界 点 列 {z,) (Tra) 必 有 收敛 的 子 点 列 . 事实 上 , 由 于 存 
T M; „M: >0, 1849 || x, Il SM, Ynez, UR 2 max x [K609 |= Mp. 
所 以 

| Tx, || = max | (Tx,)(s)|< max | | K(s,t) a, (t) | de 
ax<s<b axs<b Ja 


[< (0 一 a)M,M,, Yne Z, 
BN{Tz,} 是 CLa,5] 中 的 有 界 点 列 . 另 一 方面 , AW K(s,t) 是 [a,5] xX [a,b] 
上 的 连续 函数 , 所 以 Ve > 0, MA S> 0, 使 得 当 | s 一 | 二 6 时 , 有 


| K(s; ,2) — K(s, yt) I< ia 


FRA 
| (Tx,) (51) — (Tx,) (9) | <M," | K(s, 92) Klst) | dt <e. 


这 就 是 说 ,， {Tz,} Æ Cla b] 中 的 等 度 连续 的 函数 列 . 根据 Arzela-Ascoli 定 
理 ，{Tz,} 必 有 收敛 的 子 点 列 . 因此 , 全 是 C[a,65] 上 的 紧 算 子 . 


定理 13 设 义 ,Y 是 赋 范 线性 空间 , T: XX 一 Y 是 一 个 线性 算 子 , MTHS 
充分 必要 条 件 是 T HK. 


此 外 , 任 一 紧 算 子 必 为 有 界 算 子 , 恒 同 算 子 是 有 界 算 子 但 不 是 紧 算 子 . 
定义 1.9 设 X,Y 是 赋 范 线性 空间 ,TT: X 一 Y 是 一 个 有 界 算 子 , 称 


ITI = sup E 


为 算 子 THK. 
对 于 有 界线 性 算 子 T, DRA 
D [Trl a 1TI lzl, vr€ xX; 


(2) ITI = SUP, || Tx || = 542, | Tz ||. 


8 预备 知识 
1.14 考虑 赋 范 线性 空间 LLa,5] 与 Cla,5]， 其 中 的 范 数 分 别 为 
lz Il = [Izo la, Wat) € LLa,b], 
lyi = max| yl, Vy@® € C[a,b], 
a[b 
EXAT T: Lla, b] — C[a,6] 如 下 : 
(Tr) (0 = fde, V(t) € LLa,b]. 


易 知 , Te Lab) 到 Cab] 的 有 界线 性 算 子 . 下 面 计算 人 丁 的 范 数 . 
任 取 x €E LLa,b], 使 得 | T | 一 1， 由 于 


Il Tx || = max | (Tx) (| = max 
axt<b 


x |. zx(r)dr 


max f olac f \x(r)|dr = 1, 


< max 
PRL WT <1. 另 一 方面 , Hex =; E Llad], BRA | zol 一 1, 那 
么 又 有 
一 一 1 = 
ITI > | Peo | = max || bode] =f bode = 1, 


因此 , AF T ER || TI = 1. 


1.2 Hilbert 空间 


欧 氏 空间 的 很 多 几何 特征 ， 如 向 量 之 间 的 夹 角 、 正 交 等 , 在 实际 应 用 中 
都 是 十 分 重要 的 工具 . 本 节 的 主要 任务 就 是 把 这 些 概念 抽象 推广 到 一 般 线性 
空间 , 建立 起 内 积 空 间 与 Hilbert 空间 . 


1.2.1 内 积 空间 与 Hilbert 空间 


定义 1.10 设 X 是 复 ( 或 实 ) AK 上 的 线性 空间 , 下 是 乘积 空间 
X XXX 上 的 一 个 泛 函 , 记 为 FCz,y) = (x,y), WEC, ©) 满足 下 列 条 件 ; 
VzyEX 有 Van E K, BA 

(1) (zr) 20, Bizz) = 0 当 且 仅 当 z= 0; 

(2) ry) = (yx), KE Cyc) 表示 (y,x) MAHER WR; 

(3) (Aya Ag zesy) =A has) Ag lT y), 
WER (+, O 为 X 中 的 内 积 . 定义 了 内 积 的 线性 空间 称 为 内 积 空间 . 
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Gl 1.15 在 n 维 实 向 量 空间 R 中, 定义 内 积 为 
Cx y) = Dd) reyes (1.14) 
k=1 


WR" 就 成 为 一 个 内 积 空 间 . 
E n 维 复 向 量 空间 C 中 , 定义 内 积 


(x,y) 一 Sl an yes (1. 15) 
k=] 


则 C 也 成 为 一 个 内 积 空间 . 
例 1.16 ELR F, 定义 内 积 为 


十 ce — 
(x(t), y(t)) = BEO yD dt, (1. 16) 


WLO 就 成 为 一 个 内 积 空间 . 
例 1.17 TERE? P, 定义 内 积 为 


(xy) = Sagi Vx={x},y={y} E Ë, 
k=1 . 
W 2? 就 成 为 一 个 内 积 空间 . 


定理 1. 4 (Cauchy-Schwarz 不 等 式 )” 设 义 是 一 个 内 积 空间 ， 则 
| x,y) l|<v (xox) yey ? Vrx,y € X, 
HP, 等 号 成 立 当 且 仅 当 Hy 线性 相关 . 


我 们 可 以 在 内 积 空间 中 定义 一 个 与 内 积 有 关 的 范 数 ， 
lel 一 wzyz》. (1.17) 

容易 验证 , 这 样 定义 的 || 满足 范 数 公理 , 所 以 内 积 空间 按 内 积 诱导 出 
范 数 后 又 成 为 一 个 赋 范 线性 空间 . 

定义 1.11 设 和 是 一 个 内 积 空间 , 其 内 积 为 (,.), 如 果 XX 依 导出 范 数 
(1.17) 是 完备 的 , 则 称 X X Hilbert 空间 . 

例如 , L? 和 都 是 Hilbert 空间 . 当然 , 不 完备 的 内 积 空 间 也 是 存在 的 ， 
gn Cla,b] (参见 例 1. 9). 

定义 1.12 BWAR—*+ Hilbert ZH], (we ,AEZ) 是 五 中 的 一 族 元 素 ， 
E H = span(y,,k € Z). 如 果 

(1) Vc A, 存在 唯一 的 c 一 {ch} € 0, 使 得 

t= Žagi 
REZ 


(2) FERRA>0,B>0, fi Ve= (a) Cl, 都 有 
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Allelz<| Sage |<Blela (1. 18) 


Wo,» k € Z} 是 五 的 一 个 Riesz 基 . 而 称 (1. 18) RA Riesz 条 件 . 
在 Hilbert 空间 中 ，Riesz 基 是 有 界 无 条 件 基 ， 反 之 亦 然 . 有 时 就 把 
Hilbert 空间 中 的 无 条 件 基 称 为 Riesz Æ. 


定理 1.5 Bg) ELR, Sw) Æ g(t) #4 Fourier FR, VAL? (R) 的 一 
个 闭 子 空间 ， 则 下 列 命题 相互 等 价 : 
(1) BHA g(t—k), kE Z} 构成 V 的 一 个 Riesz A. 
(2) 存在 常数 A 之 0, B 0, 使 得 Vec== (a) ECL, RA 


Alel: < |X aga- <Blelz. (1. 19) 
kEZ 
(3) 4EFKA>D>0, BDO, 使 得 
0<AS 211 Bot 2km) |? <B <+. (1. 20) 


(4) AX Alga— k), be Z) 构成 V 的 Schauder &, HAE HRA D> 
0, B>0, 使 得 VEYV, 有 


Alfl;< BISO, gt—-k) KBI 0.2D 


122 正 交 系 与 标准 正 交 基 


定义 了 内 积 后 , 就 可 以 把 x 维 欧 氏 空间 中 的 一 些 几 何 概念 推广 到 内 积 空 
间 中 去 . 

EM 1.13 Sg 间 , z,y E X, 称 /(z,x) 为 元 素 z 的 长 
度 或 范 数 , i Wall. 称 

(Xs) 
为 非 零 元 素 rz,y 之 间 的 夹 角 . WR, y) = 0， 则 称 二 与 y ES. 

设 M 是 内 积 空间 X 的 一 个 真子 集 ,，zE X, 但 zz 人 M 如 果 VyEAM， 
都 有 (zy,y) = 0, Wiz 与 M ES, 记 为 zx | M. 

Mit M,N 都 是 XX 的 真子 集 , WR VzE M 及 VyEN, 都 有 (zyy) = 
0, We M5 N 正 交 , 记 为 M LN. 

设 M 是 X 的 真子 集 , X 中 所 有 与 M 正 交 的 元 素 的 集合 {x GE Xlr | M} 
称 为 M 在 X 中 的 正 交 补 , 记 为 ML. 

ERMI ML, 且 MN ML= {6}, 

定义 1.14 设 FE 是 内 积 空 间 X 的 子 集 . 如 果 巨 中 的 元 素 都 相互 正 交 , 则 


arccos 
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PRE ZX 的 一 个 正 交 系 ; 进一步 , MRE 中 的 元 素 还 满足 
l| =1, VzEE, 
MFR E Æ X 的 一 个 标准 正 交 系 . 
Bigg» k E Z) 是 内 积 空间 X 的 一 个 无 条 件 基 , 同时 {gi k E Z} 还 是 一 
个 标准 正 交 系 , BIG; p) = Sj MR p k E Z} 是 X 的 一 个 标准 正 交 基 ， 
其 中 Oj, PRA Kronecker 符号 , 其 定义 为 


人 J =k, 
0, J Æ k. 
此 时 ， 对 于 X 中 的 每 一 个 元 素 z， 都 可 以 唯一 地 表示 为 一 个 级 数 
z= Sag, (1. 23) 
REZ 


对 这 个 级 数 两 边 与 p FEAR, 由 于 (gq; ,gy) = dj, > BRU cy = (xg, , 这 就 是 
X 中 的 元 素 xz 在 这 个 基于 的 “坐标 ” 
例 1.18 Æ Hilbert 空间 2 H, 令 
en = (0,050,150) = Cen zens nEN, 
nl} 
即 e, 的 第 = 个 分 量 为 1, 其 他 分 量 均 为 0. 显然 ，(e,} 是 E 的 一 个 标准 正 交 
基 . 
与 n 维 欧 氏 空间 中 的 基 比 较 , n 维 欧 氏 空间 中 任何 n 个 线性 无 关 的 向 量 都 
可 以 成 为 一 组 基 ，R" 中 的 任 一 向 量 可 以 由 这 组 基线 性 表示 , 且 表 示 式 唯一 . 
Hilbert 空间 中 的 Riesz 基 就 相当 于 这 样 的 基 . 而 R” 中 特别 有 用 的 是 标准 正 交 
Æ, R" 中 的 任意 一 个 基 都 与 标准 正 交 基 等 价 , 通过 规范 正 交 化 方法 , 可 以 把 
任何 一 个 基 化 为 标准 正 交 基 . 在 Hilbert 空间 中 Riesz 基 也 与 标准 正 交 基 等 
价 , 一 个 Riesz 基 也 可 以 通过 规范 正 交 化 的 方法 化 为 标准 正 交 基 . 
内 积 空间 中 的 元 素 z,y 正 交 的 充分 必要 条 件 是 “ 勾 股 定理 RE, B 
外 z 村 十 下 12 三 下 十 > 
这 一 事实 还 可 进一步 推广 到 任意 有 限 多 个 元 素 . 


定理 1.6 设 万 是 一 个 Hilbert 空间 , E= (Oo ,oz wp) 是 日 中 任意 有 限 
多 个 相互 正 交 的 元 素 组 成 的 集合 ， 则 Va 9C2 9°" 9Cn E K, 都 有 


| Dagh = 3 | cp I? lo, |’. 
k=l k=l 


定理 1.7 ik HX—4 Hilbert 空间 , (p, EZ} CHA—-+AMAERA, 
则 Va E H, 有 Bessel 不 等 式 : 
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Sling)? < Well? 
REZ 


EX 1.15 HE Hilbert Si], E = ‘(pr kE CC 日 是 一 个 标 

准 正 交 系 . WR Vx € H, x 关于 EE 的 Parseval 等 式 成 立 ， 即 
oll? = DO eg)? (1. 24) 
kEZ 

QA E ERREZA. We | E, 必 有 z= 9, ME ERREZA. 

EX 1.16 设 电 是 一 个 Hilbert ZH, E= (p, k € Z) C HEN 
准 正 交 系 . 对 于 工 E H, 称 级 数 >) pp 《无论 收 化 与 否 ) 为 x 关于 EE 的 

REZ 

Fourier 级 数 ， MERT: p) Hx RFE 的 Fourier 系数 . 如果 


r= Šlo) p> (1. 25) 
REZ 


则 称 x KF E 可 以 展开 成 Fourier 级 数 . 


定理 1.8 RA R—*+ Hilbert 空间 , E = {gs k E€ 2)CH 是 一 个 标准 正 
交 系 ， 则 下 列 命题 相互 等 价 : 
(1) EX A 的 标准 正 交 基 . 
(2) span E= H. 
(3) EXRGERA. 
4) EXXEERA. 
(5) Vz,y € H, (x,y) = 了 


(6) Vxae H, xX FE LA Fourier 展开 式 (1. 25). 

(7) SH=L?(R) 时 , 以 上 命题 还 等 价 于 ; VED E COUR), FSD 
€ span E. 

这 里 ,CAL(R) 表示 及 上 具有 紧 支 集 的 连续 函数 全 体 ， 而 函数 六 的 支 集 

ARS (2 EC RISO 40} 的 闭 包 . | 


定理 1.9 3 H Æ—A Hilbert 空间, E = {pps kEZ)CH 是 一 个 标准 正 
交 系 . 如 果 存 在 是 的 一 个 稠密 子 集 DD, 使 得 Vx © DARKS Parseval $ 
式 


lel? = > eg)? 
kEZ 
MAE RKEER A, 


例 1 19 考虑 定义 在 (一 oo, +00) 上 以 2r 为 周期 且 在 [0,2x] 上 平方 可 
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积 的 函数 全 体 构 成 的 Hilbert 空间 L L0, 2r], 其 内 积 定 义 为 

(ny) = 二 | Oy de, Vr) sy(t) E L2[0,2n]. 
则 L CO, 27] 中 的 函数 系 


1 ; i 
E= [ Zveoseysin ts osne ssinnt ee 


是 完备 正 交 系 , 因而 是 [0,2xj 的 一 个 标准 正 交 基 . 

证 首先 由 定义 立即 可 知 , EE LO, 2n] 中 的 标准 正 交 系 . 

其 次 , 设 DEL*(0,2n) 中 三 角 多 项 式 全 体 构成 的 子 集 ， 易 知 D 是 
L CO, 21] 的 稠密 子 集 . 另 一 方面 , 若 任 取 x(t) € D, 并 设 
1 
V2 
Sy Al x(t) KF EW Fourier 系数 中 一 部 分 为 ao and, (n= 二 1,2,…,NN), 而 其 
余 的 均 为 0, 直接 验证 可 知 对 rO) 成立 Parseval 等 式 . Al EEL (0.20) BY 
完备 正 交 系 . 


1.23 正 交 分 解 与 正 交 投影 算 子 


无 限 维 的 Hilbert 空间 与 n 维 欧 氏 空间 有 很 多 类 似 之 处 , n 维 欧 氏 空间 中 
的 很 多 性 质 可 以 推广 到 无 限 维 的 Hilbert 空间 上 去 . 

定义 1.17 EX Y MEARS, THX -> 立 的 有 界线 性 算 子 , 而 人 
是 了 一 和 的 有 界线 性 算 子 ， 且 满足 

(Tr,y) =(2,T*y), Were X, yEY, 
Wes T* 2 TMHRATRERRT. WE TÆ Hilbert Sie] H>H HAR 
线性 算 子 , 是 满足 7T* =T, 即 
‘Tzr,y) = (xz, Ty), Vzx,yEH, 

Wk 工 是 自 共 罗 算 子 或 自 伴 算 子 . 


N 
十 5 (a,cosnt + bsinnt), 
n=1 


a(t) = ao 


定理 1. 10 设 G 是 内 积 空间 , HE Hilbert 空间 , 则 对 及 ->G 的 任 一 有 界线 
性 算 子 RAR ROEM EF T* (G>H). 
例 1.20 18 Cla,b] 上 的 Fredholm 算 子 : 
(Tr)(s) = FKD dr, Vz) € Cia, b], 


其 中 K(s,t) 是 闭 区 域 [a,5] Xx [a,b] 上 的 二 元 连续 函数 .现在 我 们 来 求 工 的 
伴随 算 子 T*. 任 取 yt) €E CLa,b], 由 于 
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(Try = [cpzG@ Jdt ds 
Fro 
= [| RG D20 ys) dds 


b Tp 
=| z(t) | K sit) y(s)ds de, 
Pru, RBS 
(T*r)(s) = | Kx, Watt) € Clad], 
就 有 
(Tx,y) =(a,T*y>, Vary € Cla,b]. 
因此 , T* 是 以 KG5 为 核 函 数 的 Fredholm 算 子 , 并 且 当 K(s.t) = KG 
时 , 本 是 自 伴 算 子 . 


定理 1. 11 RMA Hilbert 空间 态 的 一 个 闭 子 空间 , MVTECH, 必 和 存在 唯 
一 的 ro E M, z) E ML, 使 得 x 二 to ta. 


定义 1.18 i MÆ Hilbert 5j H—PATS, x € H. 若 正 交 分 
解 成 立 ， 即 
z= tzos 其 中 zoEMz E€ MŁ, 
则 称 zo 是 r 在 子 空间 M 上 的 正 交 投影 , 记 为 Pr = 2. 
可 以 证 明 , P 是 由 及 到 M 的 一 个 线性 算 子 ,因此 称 之 为 正 交 投影 算 子 . 
有 时 为 了 表明 PHAM 的 关系 , 记忆 为 PNM. 


定理 1. 12 设 已 是 Hilbert 空间 盏 上 的 一 个 有 界线 性 算 子 ， 则 下 列 命题 相互 
等 价 : 
(1) 忆 是 正 交 投影 算 子 . 
(2) P 一己 并 且 己 是 自 伴 算 子 . 
(3) P? = P #H Ker(P) | Im(P). 
(4) 当 瑟 是 复 空 间 时 ， 以 上 命题 还 等 价 于 : 
|Pr|? = (Prix), Wee H. 


定理 1.13 设 电 是 一 个 内 积 空间 ,， (p k EZ CH 是 一 个 标准 正 交 系 ， 
E=spanig,,k € Z}. Vxr€ H, wPReEE PRERMB zo, MPA 
To = Dy (lr pa) 9 
REZ 
如 果 H Žž Hilbert 空间 , MA VLEH, 有 
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Pez = Dy CEP Pee 
REZ 


设 X 是 一 个 内 积 空间 , 我 们 可 以 把 XX 分 解 为 它 的 一 些 子 空间 的 和 : 
X=X +X: t'e tXns X CX, 7 一 1 2 和 N. 
如 果子 空间 之 间 还 满足 
X; NX, 二 (0), 当 j 关 时 ， 

则 称 X 分 解 为 子 空间 X1 1X2. Xn 的 直 和 ， 记 为 

X= Xi 十 Xz 十 … 十 XN. 
如 果 这 些 子 空间 之 间 还 是 两 两 正 交 的 ,， 即 

Xi | Xi， 当 j 关 时 ， 
则 这 样 的 和 称 为 正 交 和 ， 记 为 

X= XOXO OXy, 

并 称 为 X 的 一 个 正 交 分 解 . 

把 一 个 内 积 空间 作 正 交 分 解 ， 就 相当 于 在 这 个 空间 中 建立 了 一 个 “直角 
坐标 系 ” 这 样 内 积 空间 中 的 任何 一 个 元 素 x, 都 可 以 “投影 ”到 这 些 子 空间 上 
去 , x 就 可 以 有 “分 量 表示 式 ”: 

工 二 二 十 Xz 十 … 十 XN， 
Hp rj E€ X;,j 二 1,2,…,NN. 这 就 如 同 三 维 向 量 空间 Rs 中 的 任 一 向 量 x 可 
以 投影 到 Ox ,Oy ,Oz 三 条 坐标 轴 上 ， 即 
x = (2,0,0) +(0,y,0) + (0,0, z). 
WRP ,2 seep } 是 子 空 间 X; 的 标准 正 交 基 , j = 1,2,…,N, 则 把 这 
些 向 量 合并 起 来 ， 即 
P ,zh p aP P ,0 yore gt sD a pae 2} 


就 成 为 X 的 一 个 标准 正 交 基 . 
1.3 Fourier 分 析 


Fourier 分 析 包 括 Fourier 变换 (积分 ) 与 Fourier 级 数 这 两 个 主要 内 容 ， 
是 现代 分 析 数 学 的 重要 分 支 之 一 , 也 是 其 他 许多 科学 领域 (特别 是 量子 物理 、 
振动 力学 以 及 信号 分 析 与 图 像 处 理 等 ) 十 分 有 效 的 工具 . 数学 中 的 很 多 重要 
的 思想 和 理论 都 与 Fourier 分 析 的 发 展 密切 相关 ,小 波 分 析 就 是 在 Fourier 分 
析 的 基础 上 发 展 起 来 的 一 个 数学 分 支 . 
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1.3.1 Fourier 变换 及 其 性 质 


定义 1.19 设 f(t ELR), 则 称 
入 十 co . 
Fw) = | /fed (1. 26) 


为 f(t) 的 Fourier 变换 . 有 时 也 记 为 FCS) 或 (Ff) Ww). 

在 信号 分 析 中 ,对 一 个 以 时 间 为 变量 的 函数 f(t) YE Fourier 变换 , 称 之 
ARSO 的 频谱 . 因此, 我 们 又 称 了 (Cw) 为 f(z) 的 频谱 函数 . 如 果 f(z) 表示 
时 间 ( 或 空间 ) 的 函数 , 那么 自 变量 上 的 变化 范围 往往 称 为 时 (或 空 ) 域 ; 而 其 
Fourier 变换 了 (w) 是 频率 的 函数 ， 自 变量 w 的 变化 范围 往往 称 为 频 域 . 

例 1.21 求 帐篷 形 函 数 

t, 0 委 上 一 1， 
AG?) -人 1x<ti<2, 
0, 其 他 
的 Fourier 变换 Flo). 
fA ”根据 Fourier 变换 定义 , 得 
入 十 co . 1 : 2 . 
Jlo) = [Era e twt dt = [eee dt +]. (2— 1)e dt 
一 im — piw 一 ia i2w 一 iuw 
= (— u + -5 J+ (S +5 Gay? 


= (=Y. 
有 些 Fourier 变换 的 计算 是 比较 复杂 的 ,需要 借助 微 积分 中 的 含 参 变量 
的 积分 与 复 分 析 中 的 Cauchy 积分 、 留 数 定理 等 方法 和 技巧 . 
例 1.22 已 知 函数 fe) =ce ,其 中 ca 为 常数 , Hadd. RSO 的 
Fourier 变换 fiw). 
R WIE Fourier 变换 的 定义 ,得 
入 十 co : 十 co 2 ， 
?Fo = | "soem dr = | er “iat dt, 
为 了 计算 上 式 右 端的 积分 , 考虑 函数 
g(a) =|" etde, rER, 


易 知 


2 


2 2 
十 co Æ 2% z. [+o 2 z 
g(x) = f e e(t A) da dt = 1 e&f et dt 一 |T ofa. 


Fourier 分 析 [EER 17 


车 记 h(x) 一 /于 ei, WERZH 


gla) = hl), VrER. 
显然 ， 复 变量 函数 g(z) 与 h(z) 在 整个 复 平 面 C 内 解析 , 故 根据 解析 函数 的 
唯一 性 , 有 

g(z) =h(z), VzEC. 
特别 , z= iw, 有 g( 一 iw) = h( 一 iw), Bf 


[eg 一 |Z eia ， 
yo.) a [hot 
所 以 Fo) = aE eo. 
定理 1.14 设 f(t) ELR), 了 (w) 是 f(z) Fourier EK, A 
(1) fle) 是 (一 co, 十 co) 上 的 有 界 函 数 ， 更 确切 地 说 ， 有 
A 十 co 
FOIE [| fee) | des 


(2) Flo) 在 (一 co, 十 ce) 上 是 一 致 连续 的 ; 
(3) lim f@) = 0. 


定理 1.15 设 fC) € Li(R), fl) 是 SA 的 Fourier 变换 ， 且 存在 正 整数 
NET, 使 得 
d) fw E CXR); 
(2) Fw) F Ww) E LCR); 
(3) lim je (w) = 0, WEE (0,1,2, N}, 


则 lim tN f(t) = 0. 
t-» 士 cc 


既然 Fourier 变换 把 一 个 时 域 上 的 信和 号 f(z) 映射 到 频 域 上 的 信和 号 了 Cw), 
那么 由 频 域 上 的 信号 了 (Cw) 能 否 恢复 (或 重 构 ) 时 域 信号 f(z) 呢 ? 

定义 120 Ao) E UR} 是 函数 SO E LR) 的 Fourier 变换 , 则 称 

FOGD = [Pare do 

为 Fw) 的 Fourier HAH. 为 了 突出 变量 1, ANIC OP). 

ee, FO (fw) 不 一 定 等 于 SQ). 只 有 当 FO ELR, A 
fla) E UR) it, ESO 的 连续 点 上 , 才 有 PO) = FG o), Bp 

FO) = BI Fede du (1.27) 
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我 们 称 上 式 为 Fourier 变换 的 反 演 公式 . 
我 们 知道 , L*(R) 中 的 函数 不 一 定 属于 LCR). 例如 , fe) = SBE e 
L?(R), 但 fO ¢ LR. 所 以 当 fF) ELR 时, 定义 (1. 26) 式 的 积分 
[pene dz 不 一 定 有 意义 , 故 (CO 的 Fourier 变 换 可 能 不 存在 . 下 面 我 们 


给 出 LCR) 中 的 Fourier 变换 的 定义 . 
HSO ELR, 对 于 正 实数 x, 定义 fC) 的 截断 函数 为 


3 < 3 
c(t) -1 ltl<r (1. 28) 
0， lel>r. 
显然 ， c, (t) E L! CR) N L? (R), AG Ww) 在 L! CR) 中 有 意义 ， 即 
十 co : r : 
Cw) = [Pe edt = E fMe dt 
有 意义 ， 如果 存在 E(w) E LR), 使 得 
lim | — ĉl: =0, (1. 29) 
-7 一 十 co 
则 称 E(w) 为 f(z) 在 L? CRY 中 的 Fourier 变换 , 也 记 为 Pw), 即 
$ — : r —iwt 
For = lim | SO de, (1. 30) 


这 里 的 极限 是 (1. 29) 式 所 给 出 的 L? 平均 意义 下 的 极限 . 

可 以 证 明 : Sw) Æ LER) 中 的 极限 Cw) 必定 存在 且 唯 一 , ALL? CR) 
中 函数 的 Fourier 变换 总 是 存在 的 , 且 由 f(z) 唯一 确定 . 

因此 L? CR) 中 的 Fourier 变换 是 LOR 到 自身 的 一 一 映射 . 若 设 这 个 映 
RAT, WV) ELR), 必 存 在 唯一 的 g(2) ELR, ETH =g. 换 
名 话说 , 对 于 LORO 中 的 任 一 函数 的 Fourier 变换 ， 都 可 以 通过 逆 变 换 “ 恢 
复 ” 到 原 像 函数 . 

注意 到 在 LR) 中 定义 的 内 积 (1. 16) st, 所 以 Fourier 变换 可 以 写成 内 
积 形 式 

i = [pe eae = [= pve ae 1.31) 

Fourier 变换 具有 许多 良好 的 性 质 ， 罗列 如 下 : 

(1) 线性 性 质 EFEO) = fF), FA) = Bw), 则 对 任意 常数 
Avs 有 

FASC) Fug) 一 和 po) Huf). 
(2) 位 移 性 质 EFEO) = fi), 则 
FCD) = etite 六 oa) 


Fourier 4347, EEE— 19 


F (Flw an) = ef. 
(3) 伸缩 性 质 EFO) = fle), a> 0, W 
— l/æ 
F(f(at)) = (4 ), 
这 就 是 说 , tf a>1, SEF Fi) 被 横向 压缩 为 flat) BH, Pw) 却 被 拉 仲 
ALF(2); ¥O<a<1 时， 信和 号 被 横向 拉 伸 了 ， 而 Plo) 却 被 压缩 了 . 
(4) 微分 性 质 FU) =No), nn 为 自然 数 ， 则 
FOF® W) = Go Flo); 
FUG Ww)) = Cif A). 
(5) 卷 积 性 质 FEE) = fw), Fa) = Elw), 
FAUS x gD) = Flo) + Bw); 
FED +2) = (fF x Dw, 
RP fe Qo) RTAS 5 gi) 的 卷 积 ， 即 
(fem = [TAO Ddr. 
(6) 对 称 性 质 FEGA) = Fo), M 
F(f@1t)) = 六 一 四 )， 
即 信号 反 向 后 的 Fourier 变换 等 于 先 对 该 信号 作 Fourier 变换 再 反 GA. 
(7) 乘积 定理 Ye) = eth), 且 (7,g) = (fra). 


(8) Parseval 等 式 |/ = 3-172. 


(9) FEC) = Ff) = 2xf(—2). 
人 1 
Kw) = O(n)’ 
PAO RKB, Meron, flo) 趋向 于 零 的 速度 越 快 ， 
Fourier 变换 在 数学 、 物 理 以 及 无 线 电 等 众多 领域 都 具有 广泛 的 应 用 , 下 
面 列举 部 分 例子 说 明 ， 如 求 广义 积分 的 值 、 求 微分 方程 的 解 、 求 积分 方程 的 
解 等 . 
例 1.23 证明: Dirichlet 积分 | sn: dt = 7 
ro -人 —i<ir<l, 
0, 其 他 
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的 Fourier 变换 ， 因 为 
+ _ fre ~iwt a, — l iw — sinw 
fw) =| fe d=|,e t dt 2 ， 


所 以 


A + ei ` 十 co gj 
FF) = 2f sar eet dt = af SINE coswt osat de. 


根据 Fourier 变换 的 性 质 (9) 以 及 f(z) 的 对 称 性 ， 得 
FOO) = 2af w) = 2nflw), 
因此 ， 有 
+ sint coswt nm ~lxow<l, 
中 d= H 其 他 . 
特别 , Bow = 0, 即 得 所 证 . 
例 1.24 设 fC) 的 Fourier 变换 为 FEO) = flo), WEA: 


(1) FG) cosent) = 1 (Fot) + Fw—w0)); 


(D FO sinant) = (Fotu) — Xu —a)). 
证 (1) 利用 Euler 公式 , 有 
Ft) cosamt = E (fel! + fe"). 
根据 Fourier 变换 的 线性 性 质 与 位 移 性 质 ， 即 得 


FC f(t) coswot) = 5 (FUME!) + FC) cio! )) 
l 


= = (Iwt) + f#lw—w)). 


(2) 利用 Euler Ast, 有 
FO sinagt = F (fO — flO). 


以 下 同 Q1) 的 证 明 . 

例 1.25 KAŽ Fo = ce™ 的 Fourier 变换 Fw), HP oa 为 常数 ， 
Ha>0. (BIB 1. 22) 

解 ”因为 上 人 =—2cate™ ,所 以 有 

f (0) +2atf(t) = 0. 
对 上 式 两 边 作 Fourier 变换 , 并 利用 Fourier 变换 的 性 质 , 得 
iwf (w) +i2af w) =0, 

即 
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Fo) + uf lw) = 0. 
这 是 一 个 以 了 (w) 为 未 知 函数 的 常 微分 方程 , 利用 分 离 变量 法 即 可 解 得 
fl) = cok, 
利用 Gauss 积 分 | e dt = Va, 得 


C= Fo) = [rae = [eet dt = c f=, 


因此 flo) = Eee, 


61.26 RRAN 二 el 与 fa) = ne 的 Fourier 变换 ， 并 利 


用 所 得 结果 证 明 : 
Z dt — a 
— (14+2)[1+Q—0?] 442?’ 
解 (1) 万 (GO =e! H Fourier 变换 为 
fi@ = j= e lil eiet dt 一 | elie gt) (tia) qe 
-一 CD 一 Co 0 


VAER 


— 1) iw tint | toe 
l—iw® [2o IFio | 
2 
L+ 
由 此 , 得 户 (o = e! 的 Fourier 逆 变换 为 
elt = 去 | fie dw, 
即 
Te = 人 eit i 
meo 1 十 ow 


于 是 , hO = iz 的 Fourier 变换 为 


入 十 co iwt 
tow) =|" thet = xe lo|. 
(2) VAER, FALO 与 其 自身 的 卷 积 为 
十 ee dt 
Cfo * fA) =Í 


-ee (1 十 22)[1 二 GQ 一 2)2] 
以 及 Fourier 变换 的 卷 积 性 质 
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Cfo * fx fa) (6) = (fiw)? = rele, 


所 以 
十 co dt 
一 atta] 
= Ho fo * fy) (we dw 
1 十 co 


— re 2lwle twa dw 
2rJ 一 


= [ele eio(-4) dw 


x 2 _ _2n 
4 Ay? 4+2? 
1+(4) 
例 1.27 求解 积分 方程 
FO = el +al ell FCs) ds, 


str lal <4. 
解 ” 对 方程 两 边 进行 Fourier a 并 利用 Fourier 变换 的 卷 积 性 质 , 得 
2 入 
Flo) = +AT hw), 


EP ; 
即 

> _ 2 

fo) = a 
再 进行 Fourier WRK, ERS 1.26 (1) 的 结果 , 所 以 


ro = [Fewest dy = Lf 8 gy = SE 
_ wot, l _ . 
ri-o 1—2 to y1 一 外 


1.3.2 Fourier 级 数 


为 叙述 方便 起 见 , 我 们 用 LLO, 2r] 表示 定义 在 (一 ceo, +00) 上 以 2x 为 
周期 且 在 [0,2x] 上 平方 可 积 的 函数 的 全 体 , 则 二 2[0,2rx] 是 一 个 Hilbert 空 
间 , 其 中 的 内 积 定义 为 


2x 
(pvg(Dy》 = + ft) gibt. 


定理 1.16 函数 系 {teikt ,REZ) 是 L2[0,2r] 的 一 个 标准 正 交 基 ， 即 VY SD) 
E L2[0,2x], 有 
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fi) = Yee, (1. 32) 
REZ 
其 中 
cp = + fDeMd, WREZ (1. 33) 
k 2x0 , ` B 


我 们 称 (1. 32) 式 右 端 的 级 数 为 f(z) 的 Fourier RR, 而 称 c HSO 的 
Fourier 系数 . 
1.28 i f(t) E€ L’[0,2x], HR 
{M+fato=0, VtER, 
则 存在 一 个 y(t) E LO, 2x], 使 得 f(t) = elt (20). 
证 (KEK RE 1.16, 有 


f@ = Yag, 
AEZ 
其 中 cx 由 (1. 33) 式 给 出 . 由 于 
x ， 2n : 
Ck = Hro eikt dt +f" fae de) 


= A (eat foe eH dr) 


_ 1-C©1)* [7 —ik 
= fee tdt, 


所 WM cop = 0, VkEZ. 故 
f= > comet ei@etbet 一 eitp (22), 
REZ 


其 中 n(2t) = > cope, 显然 , wt) E L'[0, 2x]. 
REL 


定理 1.17 设 Go € 12[0,2xj 在 [0,2x] 上 连续 且 分 段 光滑 ， 则 它 的 
Fourier 级 数 一 致 收敛 于 f(t). 


定理 1.18 f(t) 是 以 2r 为 周期 且 在 区 间 [ 一 rrx] 上 的 有 界 变 差 函 数 ， 又 
SQ) Elab) 内 连续 , 则 f(z) 的 Fourier AAE a,b) 内 的 任 一 闭 子 区 间 
上 一 致 收敛 于 六. 


定理 1.19 S(t) ELLO, 2r], 则 f(z) SH Fourier AK c, 满足 Parseval 
等 式 
Il? = lal’. (1. 34) 


REZ 
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在 工程 应 用 中 , 各 种 信号 都 可 看 做 时 间 的 函数 ,由 于 基 郑 数 
e* = coskt +i sinkt 

E-M ERZE”, 而 且 上 上越 大 , 频率 就 越 高 , 所 以 (1. 32) 式 的 物理 意义 就 是 : 
任意 一 个 2x* 周 期 函数 (信号 ) 都 可 以 分 解 成 各 种 频率 的 正弦 波 之 和 . 另外 , 一 
个 信和 号 f(t) 的 范 数 | | 常常 解释 为 它 的 能 量 ， 如 果 信 号 0) E L’[0,2x], 
则 这 个 信和 号 是 2x 周期 旦 能 量 有 限 的 . 因此 Parseval 等 式 (1. 34) 表明 : 一 个 信 
号 的 能 量 等 于 它 所 包含 的 所 有 不 同 频率 成 分 的 能 量 之 和 . 

定义 1.21 设 e= (c, kE Z} 是 一 个 数列 . 如 果 级 数 


Soe it (1. 35) 
REZ 
Wx, 则 称 之 为 {ce) 的 序列 Fourier 变换 , i224 (Fe) lw) BE E(w), BI 
(Fe)w) = ae. (1. 36) 
REZ 
PR ERS} 
一 1 入 1 2r ~、 ik 
F7(@(w)) = x| elw) tedo, REZ (1.37) 
nN 0 ` 


为 elw) 的 序列 Fourier 逆 变 换 . 
显然 , 如 果 c 二 {ci) Cl, BARR. 35) Wa, 因而 (Fe) (wo) R E(w) 
有 意义 ; WE e= (a) CU, 那么 (Fe) Ww) E LO, 2x]. 
BS c=, 则 级 数 (1. 35) 为 定义 在 单位 贺 |z| = 1 上 的 Laurent 级 数 
S(z) = 名 ， (1. 38) 


称 之 为 序列 {cj) 的 = 变换 或 符号 . Mla) 是 一 个 有 限 序列 时 ， 也 称 SCz) 为 一 
个 Laurent 多 项 式 . 

数列 c = {ci} 可 以 看 做 信号 f(D 的 离散 值 ， 从 这 个 意义 上 讲 ， 有 时 就 把 
PR? PATE cy} 称 为 信号 . 所 以 序列 Fourier 变换 在 数值 计算 、 信 和 号 处 理 
和 小 波 分 析 中 十 分 有 用 . 

例 1.29 Bee = (c,} 是 一 个 有 限 序列 ,E(w) 是 {c4} 的 序列 Fourier 变 
换 , 且 | E(w)|== 1, 证 明 : 必 存 在 常数 < 及 某 个 &o CZ, 使 得 

Ck = a0 kky ’ 

其 中 6;; 为 Kronecker 符号 . 

证 AA|éw = 1, 所 以 Yn€2Z, 有 

Dy ca Gee = ôro. (1. 39) 


BAF (cy) 是 有 限 序列 ， 故 可 选取 局 ke (ky <ko) Wc, AO, cp, HO, 且 当 
k <k Rk >k 时 ， 有 cx = 0. &n=k — k, WHC. 39) 式 得 
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p2) Ch CH = Öky—k ,0- 


再 由 A, ke 的 特征 可 知 ， 上 式 左边 只 《有 一 项 是 非 零 项 , BI c Ca AO, 所 以 


ki = 一 kz. ~ & ko = kis a 一 Ch ? 则 CR = aÔ krk, 
1.3.3 Gibbs 现象 


为 方便 起 见 , 记 f(z) 的 Fourier 级 数 (1. 32) 式 为 S-t), BP 
S(f,2) = Soe 9 (1. 40) 


REZ 
其 中 系数 c 由 (1. 33) RME. 

Bf) E LLO, 2n] 是 [0,2x] 上 的 连续 且 分 段 光滑 的 函数 ， 根据 定理 
1.17, SCf,t) 一 致 收敛 于 fO. 如果 周 期 函数 f(z) 有 跳跃 间断 点 o 那么 
SD 在 任意 包含 to 的 小 区 间 上 不 可 能 一 致 收 鳃 . 这 是 因为 SD 的 前 x 
项 部 分 和 S(t) 总 是 连续 的 , 而 连续 函数 列 一 致 收敛 的 极限 也 是 连续 的 . 
Josiah W. Gibbs 于 1899 年 最 先 研 究 了 这 种 不 一 致 收敛 导致 在 间断 点 to 附近 
出 现 的 现象 . 因此 ,人 们 就 把 这 一 特别 现象 称 为 Gibbs MR. 看 下 面 的 例子 : 


设 函 数 
l —l, r <t <0, 
ZO -4o t=0, | (1.41) 


l, O<t<nx, 
容易 知道 , h(t) 的 Fourier RRA 


+o . 
_ 4A sin (2k+ Dt 
S(h,t) = n2 RTT . (1.42) 


根据 Jordan 判别 法 知道 ， 其 部 分 和 S, (2) 收敛 到 AG. 
现在 我 们 来 研究 (1. 42) 式 的 部 分 和 


_ 4 < sin (2k+1)t 
SO 一 元 ET 


ERO 的 间断 点 z = 0 附近 的 性 质 . 
通过 逐 项 微分 有 
in 2(k-+1)t—sin 2kt 


7 _ 4 z _ z S 
Sa) = z 200s (2k+1)t 22 T 


— 2 sin 2(n 十 Di 


T sin £ 


t £0, 


所 以 , 有 
S,() = 2y sin2(n+ Du qy, l (1. 43) 


smu 
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一 步 可 以 判定 ，r 如 = gc Ery E Sa) 的 极 值 点 ， ,一 1; 2 HR 
为 奇数 时 of 是 极 大 值 点 ， 当 上 为 偶数 时 ch” 是 极 小 值 点 (如 图 1-1)，S (2) 


的 极 大 值 从 左 向 右 减 小 ,而 极 小 值 从 左 向 右 增 大 . 这 就 是 说 , 第 一 个 极 大 值 
SiP) 也 是 最 大 值 . 因为 


上 
SG) 一 2 [Rab sin2(n+1)t 4, 二 | sint_2(n tl) di， 
0 T t : t 


sint sin 
2(n +1) 
HX F t €E (0.7); A 
t t 
emt) x lim LCE 1) 1 
. t S2? aeo . t ’ 
saya FD sm oat D 
所 以 由 Lebesgue 控制 收敛 定理 , 知 
lim S, (rf?) = 2f sint Je = 1. 178 979 7e, (1.44) 
noo TIO t 


BMH, S, (ri”) 是 单调 下 降 趋 于 该 极限 值 的 . 


S (1) 5 (1) 


7 
2(n+1) 


1-1 部 分 和 在 间断 点 附近 的 Gibbs 现象 


现在 来 说 明 S, (0) 收敛 于 h(t) 的 特性 对 于 充分 小 的 9 > 0, GEA S, (0) 
在 | 8.5 | 上 一 致 收 全 于 AC), 但 在 [0,6] 上 其 收敛 是 不 一 致 的 .事实 上 , 不 


论 多么 大 , 都 有 一 个 点 1” = FT ap? » 使 得 S, (7) 在 该 点 达到 一 个 峰值 ， 


其 值 大 约 为 1. 178 98, 比 关 0 十 0) = 1 的 值 大 约 超出 18%., Bi 
lim S, (ri™ ) æ 1. 179 = AC0 +0) +0. 18A(0 +0). 


4n—+coft, 达到 峰值 的 点 cl? BFE. 


3 £1 k 2T 


这 种 现象 就 是 Gibbs MR. 若 用 部 分 和 S, ( 近似 代替 AD 时 ， 随 着 项 
数 n 增 大 虽然 均 方 误差 可 以 减 小 , 但 在 间断 点 上 一 0 附近 Sb RES AC) 
的 差 值 不 能 减 小 , 而 是 趋 近 于 跳跃 度 的 18%. 
对 于 一 般 情 形 , 可 以 给 出 如 下 定义 : 
定义 1.22 RARI SaO) EKE Cto sto +0) ARF BR SC), o> 
0, 并 且 f(t) +0) 存在 . 车 
Jim fa (2) > (no 十 0) (或 lim fa(2) < f(t) +0)), 
tog toh 
WER f,(O)} FER t) 的 右 半 邻 域 有 局 部 的 Gibbs 现 象 . 对 于 左 半 邻 域 有 类 似 的 
定义 . 
例 1.30 设 周期 函数 f(z) ERKE rnr] 上 是 有 界 变 差 函 数 , to € 
[一 xz 是 f(t) 的 一 个 跳跃 间断 点 , 且 存 在 8 汪 0, 使 得 f(t) 在 (to 一 6,t0) 及 
(to sto +0) 内 连续 , 则 fC. 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 序列 {S,(f ,2)) 在 的 邻 
域 有 局 部 的 Gibbs 现象 . 


证 AW $e.) = F( Flt +0) + fl 一 0)), 并 且 令 
J = fa +0) — ft —0), 
WIA0. 考虑 函数 
gt) = fe) — Fh —w), 
其 中 A(t) 是 由 (1. 41) 式 给 出 的 函数 .容易 验证 ，g (1) 在 点 to 连续 因而 在 


(to 一 8,to +0) 内 连续 , 并 且 在 [一 x,xj] LEAR TARAM. 根据 定理 1.18 
Ml, Sa lgt) 在 lio 一 6,to 十 9 内 的 任 一 闭 区 间 上 一 致 收敛 . 注意 到 


S (Cg 一 S, — ÉS, (ryt t0), 


于 是 由 {S, Ch, t—to)) E to 的 邻 域 有 局 部 的 Gibbs WR BI AT HESS, (+t) ) 在 
to 的 邻 域 有 局 部 的 Gibbs 现象 


1. 证 明 : 三 角 多 项 式 全 体 构 成 L*[0,2xj 的 一 个 稠密 子 集 . 
2. &C lab 表示 在 区 间 [La,5] LAA k 阶 连续 导数 的 实 函 数 全 体 构成 
的 线性 空间 (& 之 1). 对 于 z(t) € Clad], 规定 
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lzi = max{|z@|.f2°@O |. rPH), 
a[b 
证 明 : Cla,b] ÆRE R ES MA. 
3. AT: y= Ar 是 由 赋 范 线性 空间 R” AR 的 有 界线 性 算 子 ， 其 中 和 一 
(p BmXn REE, R 上 的 范 数 定义 为 
lx lly = max zl 
其 中 上 一 (atsa) E R". EA: KF THER 
| T Il = max 2 lag. 
4. 设 五 是 Hilbert 空间 , 证 明 : 
| zl = sup | Cex ， Vz€ H. 
5. & H Æ Hilbert SA, yz€ HJE, EX 
Tz = (z,y)z, Yz€H. 
证 明 : TRH LW—-+ REF. 
6. kaßER, Ha>0, XLR LAK THT: 
(Tf) (x) =Vaflax +f). V f(x) ELR), 
证 明 : 下 是 一 个 酉 算 子 , W VY f,g € LCR), 有 (Tf,Tg) = (fog). 
7. AT: y 二 Ax 是 R* > R? 的 有 界线 性 算 子 , 其 中 和 一 (a) 是 2X2 
SHE, 求 工 的 伴随 算 子 , HORT ABER HARE. 
8. 称 Hilbert 空间 H PH-A APM. REZ) 是 稳定 的 ， 如 果 满 足 
Riesz 条 件 (1. 18) A. 证 明 : Hig, k E€ 2) ZA PHE- EAA, M 
v= [Sars] gat] 
REZ kEZ 
Æ HA-+ MARS SMA. 
9. Riu k € Z) 是 Hilbert 空间 万 中 的 一 个 标准 正 交 系 ， 念 
Up = aug t Bugs. 
求 w,8 应 满足 的 充分 必要 条 件 ， 使 得 { 内 ,RE Z) 是 互 中 的 一 个 稳定 点 列 . 
10. 设 X 和 立 是 Hilbert 空间 HAAS SA, 证明: #XLY, N X+ 
YuweH 的 闭 子 空间 . 
11. 考虑 Legendre 多 项 式 : 


1 
L Ct) = -Z9 
° V2 


1 2n+1 da? — 1)” 
LD =, |S, on = 1,2, 
"Ct) 2"n! 2 dt” n= 1.2 
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iE WA: Legendre 多 项 式 点 列 {Lo ,LL ,…,L,,…) 是 Hilbert % fa] L?[—1,1] by 
标准 正 交 基 . 

12. 考虑 Hilbert 空间 L LO,1] 的 子 空间 W 一 span{l1,zyzz,z3). 

(1) 利用 Gram-Schmidt 正 交 化 方法 , 求 W 的 一 个 标准 正 交 基 . 

(2) RK cosz 在 子 空间 全 上 的 投影 . 

13. H (ur, k € Z) 是 Hilbert Fh] H FAREEZ, X= (xz)， 
Y= (y) E P, 令 a= Datius» p= D yu. 证 明 ; #XLY, Wale 
请 说 明 其 送 命 题 是 否 成 立 . 

14. 设 f(t) 在 (一 ce, 十 ce) 上 连续 ， 且 存在 常数 C,e >0, 使 得 


C 
ONS Gq pm TER 
> C 
FDIS Gam wE R, 


证 明 Poisson 求 和 公式 : 
DFG + 2kn) = >) Fe. 
REZ &EZ 


15. Rf) E LICR), 使 其 Fourier 变换 Fo) 一 一 yj. 
(1+e*) 
l, <l, , . 
16. BO 一 全 K f(t) 的 Fourier 变换 ， 并 由 此 证 明 : 


+ /Sint 
[2 t ) de = x. 
17, R Shannon 函数 SQ) = sin at 的 Fourier  #. 


wl? 
证 明 : [og = paso wE R 
Via 2Ja 7 


1-2? 
时 ST RSO H Fourier a, 并 由 此 证 明 ; 


+ + cos ar — sinx x _ 3 
| PE cos y de =— 76 


20. 利用 Fourier 变换 求解 微分 方程 : y (x) — ya) = el, 
21. RJO ELR), RLBARBAE 


j= fa-me bldy =e, VtER. 
22. 证 明 ; 车 对 于 正常 数 C 及 e，f(t) 的 Fourier 变换 了 Cw) 满足 


18. 


19. 设 fG) -f 


T. 
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à C 
fw IS e E 
其 中 NE Zt ( 非 负 整数 集 ), 则 f(z) 是 N 一 1 次 可 微 且 有 界 的 函数 ， 
23. 利用 Fourier 变换 证 明 : 弦 振 动 方程 的 初 值 问 题 
3u 2 3u 


32 =a Jz (| œ< r<, >00), 


ulz,0) = g(x), 
u (x,0) = gx) 
的 解 由 D’alembert 公式 给 出 : 
一 (r+at)+olr—at) 1 xtat 
ulz,t) 5 +E yod 


(一 ce < r <t o) 


24. 利用 Fourier 变换 求解 热传导 方程 的 Cauchy 问题 : 
{i =a WU + £251) (=œ < r<, t>0), 


ot ax 
u(z,0) = gla) (=œ < zr <+). 
25. 设 S 是 无 穷 维 Hilbert 空间 五 的 一 个 子 集 ( 不 一 定 可 数 )， d>0, 已 
知 S 中 任意 两 点 间 的 距离 都 等 于 d. iH: 态 中 必 存 在 一 点 y, 使 得 
(2 
d 
构成 H 中 的 一 个 标准 正 交 系 . 
26. 利用 Fourier 变换 证 明 Wirtinger FEA: 若 函 数 f(D E Cli[a,bj， 
A fla) = f) 二 0, 则 


b — 2 
f ELOR ar SO |2 dr, 


ayze s} 


a y (b— a)? 、 
其 中 的 常数 ~ 一 2 不 能 再 改进 . 


第 二 章 ”小 波 分 析 基 础 


本 章 介 绍 小 波 分 析 的 基本 概念 ,主要 包括 小 波及 其 几何 特征 、 连 续 小 波 
变换 与 离散 小 波 变换 、 信号 的 联合 时 频 分 析 、 正 交 小 波 若 及 其 频 域 特性 、 小 
波 的 Holder 正则 性 等 内 容 . 


2.1 小 波 的 概念 


RAE, ARA, k € Z) 构成 Hilbert 空间 L2[0,2xj 的 一 个 标准 
正 交 基 , 使 得 L?(0,2n | 中 的 任 一 函数 都 能 展开 成 Fourier 级 数 (1. 32)， 从 而 
给 分 析 问 题 带 来 了 方便 . 此外, ERR el 都 是 由 同一 个 简单 落 数 ww(z) = e 
的 整数 “ 脱 胀 ”形成 的 ， 即 

et =w(kt), REZ 

因此 , 可 以 认为 L?[0,2xj 就 是 由 单个 函数 w(z) 生成 的 空间 . 但 是 , L? (R) 
中 的 函数 就 不 能 写成 Fourier 级 数 (1. 32), 这 是 由 于 L? CR) 与 2[0,2x] 是 完 
全 不 同 的 两 个 函数 空间 ,函数 w(t) 一 ef 显然 不 属于 L?(R). PRE, MRE 
在 这 样 一 个 类 似 于 正弦 波 w(t) 的 能 够 生成 L*(R) AR” BBO), 那么 
P(t) TE oo 一 般 应 “衰减 ” 到 零 , 也 就 是 说 OO 是 一 个 小 的 波 . 现在 的 问题 
是 , 这 样 的 “小 波 ” 是 否 一 定 存在 ? 具有 什么 样 的 特征 ? 是 否 可 以 具体 构造 出 
来 ? MEF L? CR) 中 的 任意 函数 f(z), 如 何 用 这 个 “小 波 ” 将 f(z) 表示 成 类 似 于 
Fourier EFA 32) 的 级 数 形式 ? 本 章 我 们 将 初步 前 述 这 些 问 题 . 

定义 2.1 设 Wt) € UR, AF Fourier 变换 y(w) 满足 可 允许 性 
(admissibility) 条 件 


~ ， 
| Go dy < 二 co， (2.1) 


则 称 £02) 为 一 基本 小 波 或 小 波 母 函数 . 有 些 文献 也 称 多 许 小 波 . 
例 2.1 Haar 小 波 ( 如 图 2-1 所 示 ) 设 
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1, 0<r<d, 
hO =4_4 Ler), (2.2) 
0, 其 他 . 


BR, h(t) € L2(R)， 又 因为 
n 十 co ` 
Rw) = [acer dt 


+ [Rw |? so Sint 4 
| ER 
可 见 , 函数 AD 满足 可 允许 性 条 件 (2.1)， 所 以 是 一 个 基本 小 波 . 这 是 


A. Haar 于 1910 年 最 先 给 出 的 , 是 小 波 分 析 理 论 中 一 个 非常 简单 并 且 具 有 代 
表 性 的 小 波 例子 . 


、 、 1 一 
例 2.2 Marr 小 波 ie g(t) = 一 -ee 7, & 
m OY Tie 
p(t) _ (2) = geet (2. 3) 
JZE 元 。 。 


易 知 p(t) ELR). 由 第 一 章 例 1. 22 知 Bw) = e ,根据 Fourier 变换 的 
微分 性 质 , 有 


jw) =— Go) Elo) = we T. 
因为 


fee Lela, =f". dw =1<too, 


可 允许 性 条 件 (2. 1) 上 所 以 函数 p(t) 是 一 个 基本 小 波 . 
Marr 小 波 YC.) 的 图 形 如 图 2-2 所 示 , ARRAS eT HR. BF 
p(t) 
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以 又 被 称 为 “墨西哥 帽子 ”小 波 . 
利用 卷 积 运算 , 可 以 提高 一 个 小 波 母 函数 的 光滑 性 . 我 们 自然 希望 这 个 
经 " 磨 光 ” 后 的 函数 仍 是 小 波 母 函数 .下 面 的 定理 肯定 了 这 一 点 . 


定理 2.1 设 Y(t) 是 一 个 小 波 母 函数 ,E(t) E L(R) 是 有 界 函 数 ， 则 卷 积 
PED 也 是 一 个 小 波 母 函数 . 


证 ”因为 上 iD) € L(R), 所 以 ECw) AR. 根据 定理 1. 4, 有 
十 ce 
[1px eco l?a 


= f7 [ee udéu)du| de 


<| (Tye l&u) | du) de 
~ Z (| 二 | woe —w) | feud [2 | eC | 2du) dt 


< J ([ byte wd |? | ead ldu [T leo | du) 


= 站 (we 一 aa del Eu) | Jdu [| Cu) | du 


2 
=| T yolar ({™ lean | du) 
<+, 

所 以 JWxEGb ELR. 又 


(= | get (w)|? de = {= | Cw) |? [Ew |? a 
| w| |wl 


2 
< supl E(w) | a Je dw 


< 十 co， 
所 以 , yx E) 满足 可 允许 性 条 件 (2. 1), 因而 是 小 波 母 函数 . | 
例 2.3 线性 样 条 小 波 设 
gt) = hx Elt), 


l, O<rt<l, 
ao =4 
0, 其 他 ， 


其 中 


T AC) 是 Haar 小 波 (2. 2). 易 知 
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1 
ts 0 < t < 2 $ 


—, 4 
vn =! t, 7 SIS 
Š << 


t—2, 


(2. 4) 


0, 其 他 . 
PREG 满足 定理 2. 1 的 条 件 , 故 ylz) 是 小 波 母 函数 . 因为 be) BRE 
的 连续 函数 (图 2-3), 故 称 之 为 线性 样 条 小 波 . 
我 们 看 到 ,就 光滑 性 而 言 , y(t) 比 Haar 小 波 有 了 很 大 的 改善 . 
若 取 光 滑 性 好 一 些 的 “ 磨 光 > 子 , 例如 &C2) = e, W BOL) = h x ea) 也 
是 小 波 母 函数 (图 2-4). 当然 ,这 里 的 (2) 是 数值 解 . 


WO 


图 2-3 图 2-4 


现在 , 我 们 来 研究 可 允许 性 条 件 (2. 1) 的 更 直观 意义 . 为 此 , 我 们 补充 候 
设 p(t) € LCR), BY pe) 在 实 轴 上 绝对 可 积 , Ow) 是 连续 有 界 函 数 ， 于 是 
由 (2. 1) 式 推 知 $C(0) = 0, 这 等 价 于 


Loo 
[= ywde =o, (2.5) 


可 见 y(t) 具有 波动 性 . 又 因为 y(t) ELR, 一般 说 来 具有 衰减 性 ,所 
以 b(t) 应 满足 


MOIES 
于 是 , 我 们 有 如 下 结论 . 


CE (e > 0). (2. 6) 


定理 2.2 By) ECR) 门 LC(R), 且 (2.5) 与 (2.6) 同时 成 立 ， 则 ge) 满 
足 可 允许 性 条 件 (2.1)， Ame RA BS, 


证 AAO = [T uod = 0, 所 以 
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| Cw) |= | Dw) — $0) |= i Ct) Ce e iot 一 Dar| 


af eemi ei l] y -f cael 
ma Gbps 


ey 
Clwl: Orie 
= (+P +f +7) ape 


41,4h4+h+h. 


由 于 
ei“ —]| e 1 u _ 。 
I, = |w]! cf. SS ie du < |w| cf edu = Ool )， 
E 2 € 2 = E 
L<lol cf” Cele a me du < |w| cf “radu = Owl'), 


同 理 可 知 : l = 0l lwl), I, = Ol lwl), 所 以 
lw) =OClols)，e>0. 


1 |g) |? 
mji, ES do <tee. 而 
— A 2 “ 2 
| | we) | du 十 站 | p(w) | de 
— lw | 
< SE | Gee ldo = 2 yn [Pde <o, 
所 以 | 一 Le dey < 十 co。 u 


由 此 可 见 , 我 们 有 理由 认为 : 可 人 允许 性 条 件 (2. 1) 基本 上 等 价 于 条 件 
(2.5) 和 (2. 6). 因此 , 小 波 母 函数 y(t) 一 定 是 振荡 型 的 ( 正 负 部 分 互相 抵消 ) 
并 且 在 有 限 区 间 外 恒 等 于 0 或 很 快 地 趋 于 0 HERR 这 正 是 “小 波 ” 这 一 名 称 
的 由 来 . 


2.2 连续 小 波 变换 


定义 2.2 BJO ELR, y(t) 为 一 基本 小 波 , + 


w =- (2.7) 
Pab aoe ), 
HHabeR, a0, WKAR p O ABR AR OD 生成 的 依赖 于 参 
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数 a,b 的 连续 小 波 ， 而 称 
Wla, 


)de (2.8) 


(2 
f(t) 的 连续 小 波 变换 . 
根据 Schwarz PER, Wla b) 是 一 个 有 界 消 数 , H 
|W (a,b) | 一 | (fdas? | < | fol dle. 
我 们 知道 ,对 于 Fourier BR, 有: 
(1) 反 演 公式 : 


too a . +o, t i 
fO = OL” = A edo [fee Ye dt; 
(2) 来 积 定理 : (frg) = ERA 


(3) Parseval 恒等式 ， IAN = EIA. 
小 波 变换 也 有 反 演 公式 、 乘 积 定 理 及 Parseval 恒等式 . 


定理 2.3 设 f(t). g(t) ELR, y(t) 为 一 基本 小 波 ， 令 
C, =[7 Li E ag, 


| cw 
则 在 了 的 连续 点 有 反 演 公式 
ro =A [|W abdga L dadb (2.9) 
C; oo SS? ab a . 。 
类 似 的 乘积 定理 及 Parseval 等 式 为 


1 Hefte -1 
志 | | We) We (a,b) a da db 一 (fsg), (2. 10) 

1 [H> (tee 1 
Glos |W plab) |? =z dadb = | fl3 (2.11) 


证 ” 先 证 (2.10) 式 . 因为 
W asd) = (Faas) = EP Ga) 


= Tall Fares flaw) du， 
所 以 
Wiad) Wetasd) -3 dadp 


= pd flo)” bans) EC) Je “ib Cay! dex’ \da db 


a? 
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da 1 fs 


ee dE 
fal Br -oe 


= Forde [few E 
-| 一 ei Fac’) BC") de! 
_ 1 {4 too 大 ,A —, da 
= Fel Pw) de E plaw) (plaw) Elw) ) Tal 
[Feed BOY do [| Geaw) |? H 7 
GST Few) BG) dw 
= 6,(¢(7.8>) 
= C fog). 
此 即 (2. 10) È. 在 (2. 10) 式 中 , Ee eG) = f(t)， 即 得 (2. 11) 式 . 


”利用 (2.10) sR, W, (a,b) = (g5¢,,) 以 及 本 空间 内 积 的 对 称 性 ， 对 任 一 
g(t) CE L2(R), 都 有 


十 co f+ 一 一 一 1 

Cy fig) = [ZTE wa (shay) 3 da db 
十 co f+ 1 

= [Pw a) dag +g) z da db 


= [ [Way 4 da dbs) 
oo} oo £8499" Fab n2 1B? 
故 
GD = ro ECR $ dadb, 
此 即 (2. 9) R. 


2.3 窗口 与 Heisenberg 不 确定 性 原理 


定义 2.3 RAM oe) 在 R 上 有 定义 , 我 们 称 使 得 g(t) 40 的 点 所 构成 
的 集合 的 闭 包 为 g(?) 的 支 集 , 记 为 suppg， 即 
suppg = {t E R | g(t) Æ 0}. 
BA AREN RARE REKE IMHE ETERA, FACE H A 
(或 在 有 限 区 间 外 很 快 地 趋 于 零 的 函数 ) eo) 与 f(z) 相 乘 的 结果 ,可 以 形象 
化 地 称 之 为 开 了 一 扇 “ 窗 口 ?>， 而 称 g(z) 为 “窗口 函数 ”( 图 2-5). 
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为 了 对 窗口 的 位 置 与 大 小 给 出 一 个 定量 的 描述 , 下 面 将 引进 窗口 的 中 心 
与 宽度 等 概念 ,我 们 先 回忆 概率 论 中 随机 变量 的 分 布 问 题 , 设 5 为 连续 型 随 


机 变量 ,其 密度 函数 为 Ko， 满足 SO 之 0，[ pOde= 1, 则 8 的 数学 期 
望 与 方差 分 别 为 
十 co 十 co 
Ee = OT Dé = [a — E)? de, 


其 中 的 积分 要 求 绝 对 收敛 . 考虑 到 Ee 与 /DE 分 别 刻画 了 分 布 曲线 的 位 置 与 
大 小 ( 即 函数 的 局 部 性 ). 受 此 启发 , 我 们 给 出 如 下 定义 . 
定义 2.4 RgO Rigo ELR), We gi) 是 一 个 窗口 函数 ， 称 


aap PRM t| gC) |?dt (2.12) 
为 窗口 函数 O 的 中 心 (简称 为 窗口 中 心 ), 称 


1 
A, = ree lgo [Pde]? (2, 13) 
为 窗口 函数 2) 的 宽度 (简称 为 窗口 宽度 ), 而 称 
Ag 


为 窗口 函数 gC) 的 窗口 面积 (简称 为 窗口 面积 ), 其 中 8(w) H g) h Fourier 
变换 . 
现 假设 小 波 母 函数 y(t) 及 其 Fourier 变换 bw) 都 是 窗口 函数 , 则 不 难 求 


得 相应 的 连续 小 波 Ja O 一 (T ) 的 窗口 中 心 为 
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ty, = aty +b. 
特别 , Sry 一 0 时 , Ay, 一 pa O 的 窗口 宽度 为 
| Ay, Zla | Ay. 
因为 $s Cw) =v a le Glaw)» am 


* — 1 * — 
£3, T ae? At, = 743° Ay, fo = AAZ. 


于 是 , 我 们 有 结论 (图 2-6): 
D 连续 小 波 pa O 的 Fourier 变换 (频谱 )y, Cw) 的 窗口 中 心 tg, Ma 
Ca > 0) 之 减 小 而 增 大 ( 即 窗 口 移 向 高 频 部 分 ), 但 其 窗口 宽度 亦 同时 加 宽 . 
(2) 连续 小 波 ys OO 的 窗口 面积 不 随 参 数 ab 而 变 . 


ra] 
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-7.5 -5-2.5 0 2.5 5 7.5 一 7.5 -5-2.5 0 2.5 5 7.5 
0.4 0.7 
0.3 0.6 
0.2 0.5 
0.4 
E 0.1 03 
a=l 0 0.2 
一 0.1 0.1 
= 一 一 
-7.85 -5-2.5 0 2.5 5 7.5 一 7.$ -5 -2.5 0 25 5 7.5 
0.2 
0.1 
a=2 0 
一 0.1 
-7.5 -5-2.5 0 2.5 5 7.5 —7.5 -5 -2.5 0 25 | 5 7.5 
1 t A x 
(一 -二 外 一 (区 = Vag (aw) 
dD = oF) Bao 
2-6 


为 了 使 小 波 变换 在 时 间 域 和 频率 域 均 有 较 好 的 局 部 性 ,我们 当然 希望 
pt) 与 glw) 的 窗口 宽度 都 小 一 些 , 亦 即 y(z) 的 窗口 面积 尽 可 能 小 一 些 , 但 
这 是 有 矛盾 的 . 因为 Heisenberg 不 确定 性 原理 告诉 我 们 Av SA 3 的 大 小 是 相 
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互 制约 的 . 


定理 2. 4 (Heisenberg 不 确定 性 原理 ) if g(t) RE Fourier 变换 Fw) 都 是 窗 
口 函 数 ， 则 


A,Azg = + 
这 里 , 等 号 成 立 当 且 仅 当 


g(t) 一 cet 
2/ ma 


(Hpa>o, asb ER, c #0). 


证 因为 只 要 作 简 单 的 代 换 
g1(t) = gati et, 
即 可 将 一 般 情形 化 为 is = to = 0 的 特殊 情形 , RAM ef =t = 0 的 情 
形 证 明 即 可 . 
利用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 (定理 1.4), 对 任何 可 导 函 数 a) € LR) 
有 


2 
Ref ro FD al <[ lero tae [wit 
所 以 | 
(Ad 9)? = ah | tle [de [a | Be) ldo 
lel lela? 一 
= 1 +> 2 2 teo al 2 
= st (4) | °d 
niet)" a [TI ee 


too +o, 
=| lig Cw lar | |g’ (2) |? de 
lel; > 


lgl; 


-gg (Egoa) 


a (zeal? -3 lola 
1 十 co 2 
一 二 .二 CD)12dt) = 
arri GOIS 


这 就 证 得 AsA8 > 5. 进一步 , 等 号 成 立 当 且 仅 当 gO = 一 2atg (D， 其 中 


十 co 2 
Re| rg (2) g Ct) di| 


m 


1 1 
L, 


联合 时 频 分 析 41 
a> 0, 即 存在 < 尖 0 使 得 gG) = ce . | 


2.4 联合 时 频 分 析 


在 信号 分 析 中 , 对 信和 号 的 刻画 一 般 采 取 两 种 最 基本 的 形式 ， 即 时 域 表示 
f(t) 和 频 域 表示 了 (w). 但 f(z) 不 能 提供 频率 信息 , 而 Po) 又 隐藏 了 时 间 信 
B. 所 以 这 在 有 些 场合 (如 非 平稳 信号 ) 并 不 能 充分 地 描述 信号 的 特性 ,需要 
采用 联合 时 频 分 析 . 


2.4.1 Fourier 变换 的 局 限 性 


我 们 知道 ，Fourier 变换 在 信号 处 理 中 的 作用 就 在 于 它 能 将 复杂 的 时 域 
信号 转换 到 频 域 中 ,用 频谱 特性 去 分 析 和 表现 时 域 信号 的 特性 , 能 有 效 地 分 
析 平 稳 信 号 , 通过 频谱 函数 方便 地 指明 平稳 信号 的 主要 谐 波 成 分 . 然而 , 在 
实际 应 用 中 , 我 们 常 需要 分 析 频 域 特性 随时 间 变 化 的 非 平 稳 信 和 号. 如 : 

(1) BARES: 什么 时 候 春 什么 音 矢 

D 语音 信号 ; 什么 时 刻 发 什么 音节 ; 

(3) 地 震 信 号 : 什么 时 间 ( 位 置 ) 出 现 什 么 样 的 反射 波 ; 等 等 . 

这 些 都 有 一 个 共同 特征 : 既 需 要 研究 局 部 时 域 信号 所 对 应 的 频率 特性 , 也 需 
要 研究 某 些 频率 的 信息 (局 部 频 域 ) 出 现在 哪些 时 间 段 上 . 这 就 提出 了 关于 短 
时 段 时 域 信 号 所 对 应 的 局 部 频 域 特性 即时 频 局 部 化 的 要 求 . 

但 是 Fourier 变换 


Fw) = {fed 


对 上 述 要 求 无 能 为 力 . 这 是 因为 : 

(1) Fourier 变换 要 求 提供 fC) 在 整个 时 域 (一 ,十 ce) 上 的 全 部 信息 ， 
即 任何 局 部 的 频谱 特性 都 依赖 于 f(z) 在 整个 时 域 的 性 质 . 

(2) 时 间 信 和 号 的 局 部 改变 会 影响 整个 频谱 ; 频 域 的 局 部 改变 也 会 影响 到 
整个 时 域 的 特性 . 

因此 ,必须 寻求 新 的 信号 处 理工 具 . 

例如 ， 如 果 我 们 将 歌唱 家 唱 出 的 歌声 理解 成 声音 振 葛 形成 的 波 函 数 , 那 
么 Fourier 变换 的 结果 就 是 将 这 个 波 函 数 转 换 成 了 某 种 乐谱 遗憾 的 是 , 由 于 
Fourier 变换 无 法 反映 信号 在 哪 一 时 刻 有 高 音 哪 一 时 刻 有 低音 ， 因此 所 有 的 
音符 都 撞 在 了 一 起 , 如 图 2-7 所 示 . . 
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Fourier 分 解 


2-7- “Fourier” 乐 谱 


小 波 变换 能 有 效 地 克服 Fourier 变换 的 这 种 缺点 ， 把 信号 变换 到 小 波 域 
后 ,小 波 不 仅 能 检测 到 这 段 音乐 的 高 音 和 低音 ， 而 且 还 能 将 高 音 和 低音 发 生 
的 位 置 与 原始 信号 相对 应 ， 这 对 信号 的 检测 无 疑 是 非常 有 用 的 . 图 2-8 与 
Fourier 变换 的 “乐谱 图 ”相对 应 ， 可 以 看 到 小 波 变换 的 “乐谱 图 ”更 适合 于 人 
们 辨认 . 


图 2-8 “小 波 ” 乐谱 
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2.4.2 Gabor 变换 及 其 性 质 


一 个 很 自然 的 想法 是 : 若 要 研究 f(z) EKE I = [a,b] 上 的 性 质 , 可 先 
用 区 间 1 上 的 特征 函数 
1, ¿€E [a,b], 
1? = t¢ [a,b] 
与 f(t) R 2-5). 然后 再 作 Fourier 变换 


A 


+o —iwt 
fw) = [T fy, (Derm dt. 


BR, fo) 反映 了 f(z) 在 区 间 1 上 的 频谱 特性 . 但 由 于 fy, 在 
t= a,b 处 出 现 了 原来 (7) 不 存在 的 间断 , FHS wo) 相对 于 fo) 而 言 附加 
了 新 的 高 频 成 分 , 这 当然 不 是 我 们 所 希望 的 . 

为 此 ，D. Gabor 在 1944 年 引进 了 “窗口 ”Fourier SHR, 有 的 文献 称 为 
Gabor 变换 : 


Joo , 
Grlo) = [T fg Dede, (2.14) 


ETANO KA g(t) 是 一 个 光滑 函数 , 在 有 限 区 间 外 恒 等 于 0 BAA RR 
的 函数 ) 或 很 快 地 趋 于 0. 

例如 , 可 取 g(t) 在 区 间 (a,5) 上 恒 等 于 1, 在 (a 一 6,Q) 及 (2,2 十 9) 上 光 
滑 地 由 1 变 为 0 (图 2-9), d > 0 B/E. 与 Fourier 变换 一 样 f(s) 的 
Gabor 变换 Gr wr) 也 有 反 演 公式 、 乘 积 定 理 及 Parseval FA: ` 


1 (+ iot 十 ce 
FO) = A ed | gd 一 DGropDdr， (2, 15) 
[PG orn Glove) dude = 2x fh), (2, 16) 
[PP Gwo l dude = xl fl. (2.17) 


我 们 来 证 明 以 上 3 个 式 子 . 
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首先 , Gh) = CODOgG 一 rz)， 则 (2. 14) REP ACD 的 Fourier 变换 ， 
Gylne) = hw) = [hO dt, 
其 反 演 公式 为 
HiDgG 一 口 一 AD = EST few de 


1 (tee 


2x —co® 
两 端 同 乘 g(t 一 局 )， 并 对 r 积分 ， 有 
fol ene = Bl ed [T ea- DG lord 
oo SF T T= Ja" SA TIO fws TI OT. 
根据 实 函 数 g() 的 取 法 , 适当 调整 a,5 的 值 ， 即 可 使 
十 co 十 co 
[Teton (gd = 1, (2, 18) 
代 人 上 式 ， 即 得 (2. 15). 
其 次 , 对 月 (D = fOea—d, kalt) =A e—D 利用 Fourier 变换 
的 乘积 定理 : an kisko?) = (By ska), 有 
十 eco 一 十 co — 
2r| k (e) Bg) de = [GoD G, Cart) dw. 
将 上 式 两 边 对 + 积分 , 得 
i 
_ oo Cw 7) G, (wr) dew dr 


at (ws r) dw. 


十 co (+ ~ 

= al | ro RG) (g(t —1))°de dr 
十 co — [f+ 

= 2x| fO zo (gelt —rt))?drdt 


` 十 co 一 
一 2n FO h(t) dt 


= 2n fh). 

此 即 (2. 16) sh. 

最 后 , 在 (2. 16) HP, RALO = f(t), 即 得 (2. 17) R. 

根据 Gabor 变换 的 定义 ，Gr (or) 反映 信号 [O 在 1 二 z+ 附近 的 频谱 特 
性 , 而 且 由 于 有 反 演 公式 (2.15), TR Gr(o,r) 确实 包含 了 ia 的 全 部 信 
Æ. Eh, Gabor 变换 的 窗口 位 置 随 t 而 变 ( 平 移 ), 符合 研究 信和 号 在 不 同时 刻 
”的 局 部 特性 的 要 求 . 

这 是 Gabor 变换 比 Fourier 变换 的 优越 之 处 , 因此 在 信和 号 处 理 、 通信 理论 
中 曾经 发 挥 过 一 定 作 用 . 
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(Biz, Gabor 变换 也 有 根本 的 缺陷 : 

(1) Gabor 变换 的 窗口 形状 与 大 小 保持 不 变 ,与 频率 无 关 ， 

事实 上 , 对 于 非 平 稳 信 号 , 在 研究 高 频 信和 号 的 局 部 性 质 时 , 要 求 窗 口 开 
得 小 一 些 , 而 在 研究 低频 信号 的 局 部 性 质 时 ,要求 窗口 开 得 大 一 些 . 这 就 是 
说 , 窗口 的 大 小 应 随 频率 而 变 : 高 频 开 小 窗 , 低频 开 大 窗 . 这 才 符 合 在 实际 
问题 中 高 频 信号 的 分 辨 率 应 高 于 低频 信号 的 分 辨 率 的 要 求 . 

(2) Gabor 变换 不 论 怎样 离散 化 , 都 不 可 能 成 为 一 组 正 交 基 . 

为 了 有 利于 数值 计算 或 方便 计算 机 处 理 ， 必须 将 连续 依赖 于 参数 的 
Gabor 变换 离散 化 . 我 们 知道 , 将 Fourier 变换 离散 化 后 即 得 按 正 交 蚂 数 展开 
的 Fourier 级 数 . 这 在 理论 上 或 数值 计算 中 都 是 非常 重要 的 . 遗憾 的 是 , 已 经 
有 人 证 明 : 不 论 怎样 离散 化 ，Gabor 变换 都 不 可 能 成 为 一 组 正 交 基 . 正 因为 
如 此 ，Gabor 变换 未 能 得 到 广泛 应 用 与 进一步 发 展 . 


2.4.3 小 波 分 析 的 迅速 发 展 


自从 A. Grossmann # J. Morlet F 1984 年 首先 定义 了 “小 波 ” 并 提出 了 
小 波 变换 (Wavelet Transform) 的 概念 之 后 ,小 波 分 析 的 理论 与 应 用 得 到 了 
直观 上 看 , 小 波 变 换 
一 _ 1 t—b 
W (a,b) =F) SO v2) ae 


中 的 参数 a,b 分 别 与 Gabor 变换 (2. 14) 中 的 参数 w,r 相 对 应 .显然 , 参数 5 与 
rz 都 起 着 平移 的 作用 , 改变 窗口 位 置 . 本 质 不 同 的 是 参数 a So, 后 者 的 变化 
不 改变 “窗口 ” 的 大 小 与 形状 ， 而 前 者 的 变化 不 仅 改变 连续 小 波 的 频谱 结构 ， 
而 且 也 改变 其 窗口 的 大 小 与 形状 . 

小 波 变 换 继承 和 发 展 了 Gabor 变换 局 部 化 的 思想 ， 同 时 又 克服 了 Gabor 
变换 的 窗口 大 小 不 随 频 率 变化 、 缺 乏 离散 正 交 基 等 缺点 ,是 比较 理想 的 对 信 
号 进行 局 部 频谱 分 析 的 强 有 力 的 数学 工具 . 


2.5 SER RR 


2.5.1 离散 小 波 变 换 
前 面 , 我们 介绍 了 连续 小 波 
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1 
Pap 一 Far a ) 
及 相应 的 小 波 变换 
十 oo _ 
W (a,b) = [ra Jag) dt, 
这 种 连续 依赖 于 参数 a,b 的 小 波 变换 主要 用 于 理论 分 析 和 论证 , 在 实际 应 用 
和 数值 计算 中 更 重要 的 是 如 下 定义 的 离散 小 波 : 


2 ， 
Pa = a2 Sait —hby)s jik EZ, (2.19) 
其 中 ay > 0, by > 0, 艺 表示 全 体 整 数 所 构成 的 集合 . 
定义 2.5 f(t) ELR), ot) 是 一 个 基本 小 波 , 令 
CrGsk) =(" ro Pix (1) dt, JR EZ, (2. 20) 


则 称 CpG ok) 为 (1) 的 离散 小 波 变换 
我 们 知道 , 对 于 连续 小 波 变换 Wj(a,5), a,5E RR, a 关 0, 利用 反 演 公式 


fy = | | Wa bya A dadb 


可 唯一 确定 函数 f(z). 但 是 , 对 于 离散 小 波 变换 , HCG een 能 否 唯 
一 确定 f(t) 则 是 需要 进一步 研究 的 基本 问题 . 
为 了 便于 计算 机 处 理 , 在 离散 小 波 (2. 19) 中 , 总 是 取 ao 一 2, b == 1. 
定义 2.6 RIO ELR, g(t) 是 一 个 基本 小 波 , 且 


fed) = 22 g(2it—k), PREZ (2. 21) 
HIR L CR) 的 一 个 标准 正 交 基 , BID; CO} j een 是 LCR) 中 的 一 个 完备 的 标 
准 正 交 系 : 
[Thowa Gozo 
则 称 f(t) 是 一 个 正 交 小 波 , 而 称 {ys O cer 是 LCR) 的 正 交 小 波 基 . 
若 { O hrez HELO 的 一 个 正 交 小 波 基 , WUE LR) 中 的 任 一 
函数 f(t), 都 有 展开 式 
SD = D CGD pD, (2. 23) 
J REZ 


其 中 C Gk), j,k E Z HC. 20) 式 所 确定 . 

FP h — 7 R R BF BAY TE BEE (p 2} jez 和 展开 式 
(2. 23)， 当 然 是 非常 重要 且 十 分 有 用 的 . 问题 是 ; OATES YC) 是 否 
存在 ? 怎样 构造 ? 这 正 是 我 们 所 要 解决 的 问题 . 


(2. 22) 
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2.5.2 标准 正 交 系 的 频 域 特征 


一 个 函数 的 整数 平移 是 否 构 成 标准 正 交 系 , 可 用 其 频 域 特征 来 刻画 .这 
对 于 讨论 正 交 小 波 的 构造 以 及 相关 理论 具有 重要 的 意义 . 


定理 2.5 设 f/(1),g(t) E LR), i 


(Fk) ga D) = Su VRLEZ (2. 24) 
的 充分 必要 条 件 是 
Sit 2kn) Bo 十 28x) =1. (2. 25) 
kEZ 


证 ”因为 FCf(@—A)) = ii lo), 利用 Parseval S850, 有 
(fa—-k).ga—D) 


= = (oY Fy) HB (y)) 
= H o Foe Dedw 
TJ 一 co 


2Cntl)r A WT o 
= Fa) end 


n€Z ann 


= +D wt 2n7) E(w + 2nn) ede dw 


n€Z 
ax a — . 
= +Í S Fw + Inn) Bw + nr) e de, 
T. 0 n€Z 


if FW) = >) Flot nr) Elot 2an), Wi Fw) 是 2x 周期 函数 . 


nEZ 
2n . 
(jd 一 四 ,gd 一 站) = Af Dado = 3, Wh LEZ. 


反之 , (2.24) 式 成 立 , 则 
2r . 
A Flo) Dudu = Sy, YR LEZ 


这 表明 在 Flo) 的 Fourier 级 数 Flw) = X C, ec 中 , 其 系数 
nEzZ 
_ 1 2n — 
G= A F(w)dw = 1, 


TC. 
1 on — 

C, = +Í Fle" dw =0 (n £0). 
TO 


可 见 , Flw) = >)C,e™ = 1. E 


nEZ 
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定理 2.6 Bo) ELR, Hiet- her 是 标准 正 交 系 的 充分 必要 条 件 是 


> lwt kr)? =1 (2. 26) 
kEZ 
对 任意 ww 所 及 成立. 
证 这 只 需 在 定理 2.5 中 取 S(O) = g(t) = oft), 即 得 证 . a 
例 2.4 Shannon wat 
l _ sin xt 
g(t) = “a (2. 27) 


的 整数 平移 {pki 一))iez， WA Shannon 函数 系 . 因为 
人 1, lwl<x, 
Pw) = {0 其 他 ， 

显然 有 


>)|2(o 十 28r)|12 =1, 


kEZ 


Ft, Shannon 函数 系 (q(t ~ k) hez 是 一 个 标准 正 交 系 . 


进一步 , 对 于 任 一 固定 的 jE Z, BRR ot — k) hez 是 一 个 标准 
正 交 系 . 
例 2.5 ”证 明 两 个 重要 的 恒等式 ， 


1 1 
1 一 = ; l 
D 2 Cwt kn)? sinw (2. 28) 
ORDD 1 _ 1 2 1 229 


iez lo tkot sinw 3 sintw 
fe (1) 考虑 Haar 函数 
_ 1, O<¢<l, 
od je 
WERF {pab hez ERAL 则 op 一 旬 与 pC 一 六 的 支撑 集 不 相交 ， 
所 以 


(2. 30) 


l, k=l, 
0, RAL 
BL pC — k) her 是 一 个 标准 正 交 系 . 另 一 方面 , 因为 o) 的 Fourier 变换 为 


A 十 co _ 1 _ ew — 1 
ow) =| pae dt = fe tot dt = —, 


— iw 


十 co — ~ 
(et—k) pa — 1) = [T pa») pt — 1) dt -| 


所 以 


4 sin? 3 


| B(w) |? _ 2A ~ cos w) — 
@ 


2 
(02) 
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根据 定理 2. 6, 有 


、 sin? (< 十 Ar) 
5 llw + 2k x) |? = 5 TF 
kEZ REZ ($ + kr ) 
注意 到 sio 是 以 x 为 周期 的 周期 函数 ,， 由 上 式 即 得 (2. 28) 式 . 
(2) 为 了 证 明 (2. 29) 式 ， 只 需 对 (2. 28) 式 两 端 微分 两 次 ， 再 化 简 即 可 


下 面 我 们 给 出 一 个 是 基本 小 波 但 不 是 正 交 小 波 的 例子 
例 2.6 考虑 线性 样 条 函数 


won fain 0<t< 2, 


(2. 31) 
0, 其 他 . 
从 几何 上 看 , g) 显然 是 一 个 基本 小 波 (图 2-10) 


为 了 证 明 YQ) 不 是 正 交 小 波 ， 只 
需 证 明 整 数 平移 系 {ylt 一 &)}sez 不 是 
标准 正 交 系 即 可 . 


Sa pt) = s(t) 一 s(t 十 2), 其 中 


ty 0 委 上 < 1， 
s(t) =f 


1<rt<2, 
0， 其 他 . 
根据 第 一 章 例 1. 21 的 结果 以 及 Fourier 2-10 
变换 的 位 移 性 质 , 得 
ow 
plo) = S ame $(w) = (1—e"”) (=y 一 8i sinw L 2 
因为 (这 里 需 利用 恒等式 (2. 29)) 


nt ( 鱼 十 kx 
> (Jot 2km]? = 44 sini (w+ 2k x) mlet 


= 4 sinw (1 — = sin i 
所 以 gL?) 不 是 正 交 小 波 . 
定理 2.7 设 W 是 L2(R) E-F, BRALfUA-k),kEZS 

{g(t—k), k © Z) 都 构成 W 的 标准 正 交 基 


(1) 如 果 flw) fe go) 分 别 是 f(1),g(t) 的 Fourie 变换 ， 那 么 存在 一 
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个 满足 |alw) | = 二 1 的 2x 周期 函数 aw)» 使 得 


Bw) = alw) fw). (2. 32) 
(2) wR f(z),g(t) 都 是 紧 支 撑 的 ， 那 么 存在 CE C, ko CZ, 使 得 
g(t) = af(t—hy). (2. 33) 


证 因为 {f(z 一 k),k EZ) BW 的 标准 正 交 基 , g(t) CW, 所 以 
g(t) = Daf ak), (2. 34) 
REZ 


Ho, = (g(t), f(t-k)) REZ. 
(1) 对 (2, 34) 式 两 边 取 Fourier 变换 ,得 


ECo) = Yee fw) = aw) flw)s (2. 35) 
REZ 
其 中 
aw) = Da, (2, 36) 


显然 alw) 是 2x 周期 函数 . 根据 定理 2.6, 有 
2a | Flot 2ew |? =], 


Dectanl = 


将 上 述 两 式 一 并 代 人 (2. 35) 式 ， 即 得 |alw)|=1. 
(2) 利用 (1) 的 结论 , 有 ew) = alo) flw), 其 中 alw) 的 展开 式 的 系数 
为 


ca = (g(t), f@—k)) = [Pew FEB) dt. 
AA f®).g) 都 是 紧 支 撑 的 ,所 以 只 有 有 限 个 o 关 0. 利用 第 一 章 例 1. 29 
结论 , 存在 常数 a CC, ko E Z, 使 得 alw) = ae”, 因此 有 


Fw) 一 ae kou F Cw). 
对 上 式 两 边 作 Fourier HA, BIG g(b = aft — ko). 


2.5.3 Haar 正 交 小 波 基 
现在 我 们 给 出 LR 的 一 个 正 交 小 波 基 . 
设 小 波 母 函数 是 例 2. 1 中 由 (2. 2) 式 给 出 的 Haar 小 波 ， 即 


1， 0<t<t, 


<rt<l, 
他 . 


AG) =4_ 4) 


并 bel 


0， 
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显然 ，| .40Dd 一 0, [Co [Pde = 1. 相应 的 离散 小 波 为 


k 2k +1 
22, zS oitl ’ 
i . 
h; (t) = 227AC2t—k) = i 2k 十 1 k+1 
’ — 22, Qi sts a” 
0, ` 其 他 ， 


称 之 为 Haar 系 ， 如 图 2-11 所 示 . 下 面 证 明 Haar A (hj, (t) ) keZ EL CR) 的 
一 个 标准 正 交 基 . 大 致 分 为 两 个 步骤 : 先 证 正 交 性 ,再 证 完备 性 . 


图 2-11 
定理 2.8 Haar (AO) rez ALR) 中 的 标准 正 交 系 . 


证 规范 性 “97 k) = (7 sk’) 时 ， 显然 有 
十 co . [+ . 
[T lye Geo [ae = AST aie ld 
oo 
= | [hw |2du = 1. 
EXE KGL 关 (j,k ) 时 ,内需 考虑 ; >) BRE, 有 
-Heo — HE fto o ; 
Fro hw dt = 22 | C2 — Dht —k Jdt. 
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Ay = 2 t—k', m= 7k’ —k, 则 


十 co -_- 
[hi (t) hj t) dt 


= 2 了 | art +m)h(u) du 


I 


2 (Praa +m)du -finu +m)du) 


= oz ( 


21 tan 
h (Cu) du 一 | 


jh (u)du) = 0. 
这 是 因为 ， 上 式 右 端的 第 一 项 为 
E | du = Dfi awdu 一 0. 
【一 ?十 1 
第 二 项 同 理 也 为 0. 
所 以 (hjs DO) j nex Æ LRO 中 的 标准 正 交 系 . 
为 了 证 明 Haar 系 的 完备 性 , 先 引 进 两 个 有 用 的 线性 算 子 . 
考虑 由 Haar 函数 (2. 30) 的 二 进 伸缩 与 整数 平移 
Pn) = WM e(t—k), jkEL 
所 生成 的 闭 子 空间 
Vj = spanig, (2),k EZ}, jEZ, 
以 及 由 Haar Athy O) jeez 所 生成 的 闭 子 空间 
W; =span{h,(t),kEZ), jEZ 
定义 2.7 ”对 任 一 固定 的 ) CZ, 定义 线性 算 子 P; 如 下 : 


Pf) = fron GO,» VAO ELR. 
REZ 


容易 验证 , P; 是 由 L?(R) 到 子 空间 V; 的 一 个 正 交 投影 算 子 . 注意 到 


g(t) = pt) +g@t—1), 
h(t) = pt) — 9(2t— 1), 


所 以 , 线性 算 子 Qi = Pjan 一 Pi EAL O BFW; 的 一 个 正 交 投影 算 


子 , 且 
QSO = Df hohe, VIM ELR. 
REZ 


定理 2.9 ik f(t) E COCR), A 
(1) lim |P;f — fl, = 0; 

j 一 十 co 

一 一 co 
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证 O) 设 f(t) € COCR) 的 支 集 supp f(t) C[— 25,24], 其 中 NE 
Z, W Ve>0, 存在 JE Zt+ MMM ga) EV, 使 得 


— — — € 
If—gl. max| fC) a6) | <a 


MEI SILA Pe@) = gt), A 
IP;f—fle<IP;f-—le2+|Pje—ele+le—Sl. 
= |P; fg) l+ lg- fl 
< 2lg— fl;. 
因为 
2N 2N 2 2 
le—/l = [lf ec ld E Rs d= 
所 以 
IP — fle <2la— fl: <e. 
这 就 证 得 lim | Pf—fl;=0. 
(2) 设 f(z) 的 支 集 supp f0) S-A, A], 其 中 A 二 0 为 常数 , M 7 
充分 大 时 , 有 2 >A, 于 是 
IPA = DP feo? = Ui hey? 
kEZ kEZ 
2 
-5 i KOFERO, | 
kEZ 
=>, 
kEZ 


A 2 A 2 
< DI" Leo la flee lee 


. A . 
= HIDS ela 
ke 
= zH AJ Fl: +o G —>+ 2), 
XWEP Sl > 0 G 一 一 co). I 


A — 
Pro Pjg E) a| 


定理 2. 10 Haar & {ha Ojer 是 L*(R) 中 的 完备 系 . 
证 ”根据 定理 1.8 (7) ， 只 需 证 明 : 车 f(t) ECR, ， 则 


f(t) € spanthy, (2), j,k € Z). 
为 此 , FER J E Z, 由 于 


J 一 1 J 一 1 
NGO = > Pa — Pp fo 
j=- 


j= 
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J 


= X Pin fe 一 3 Pjf 0) 


j= 一 J ;= 一 J 


= Pf — Pf), 
所 以 


J 一 1 
|s- eol, =|/—P/f+P_fl 


<lPf— fl;+lP fl;. 
根据 定理 2. 9 知 
lim UP f fle + 1P sf) =0, 


因此 , 有 
Jn 
jlim ls- Ts], =2. 
另 一 方面， 显然 有 
de f(t) = 5 Da rhi hj © € span{hj, (t), j,k € Z}, 
j=- kE 

所 以 ， € span{hj,(t), j,k € Z}. | 

综合 定理 2. 8 与 定理 2. 10 的 结论 可 知 ，Haar RFE LC) 的 一 个 标准 正 
交 基 . 因此 ，Haar 小 波 是 正 交 小 波 . 

BOS Hear SSIES LOI] MESES 所 以 它 具 有 很 好 的 局 部 性 . 但 


由 于 h(t) 在 :一 0 六 3，1 处 不 连续 , 其 光滑 性 太 差 , 因此 实用 性 不 大 . 


毫 无 疑问 ， 一 个 理想 的 正 交 小 流 基 当 然 应 应 该 是 由 一 个 同时 具有 很 好 的 局 
部 性 与 光滑 性 的 小 波 而 Sl. 然而, 构造 如 此 “好 ”的 小 波 并 非 易 事 ! 本 书 第 
章 与 第 四 章 将 详细 讨论 正 交 小 波 的 构造 . 


2.6 小 波 的 正则 性 


正则 性 一 般 用 来 刻画 函数 的 光滑 程度 , 正则 性 越 高 ， 函 数 越 光滑 . 所 以 ， 
正则 性 就 是 我 们 熟知 的 函数 的 连续 性 与 可 微 性 等 概念 的 延伸 与 拓 广 . 此外， 
与 正则 性 相对 立 的 概念 是 奇异 性 . 小 波 分 析 的 一 个 重要 应 用 就 是 检测 和 分 析 
言 号 的 奇异 性 . 为 了 刻画 奇异 性 ， 必 须 对 函数 的 正则 性 有 精确 的 刻画 . 在 这 
一 节 , 我 们 先 介绍 Holder 正则 性 的 概念 , 然后 讨论 连续 小 波 变 换 与 正则 性 的 
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2.6.1 Hélder 正则 性 


定义 2.8 B/O 是 区 间 [a,5] 上 的 有 界 函 数 , 对 于 0<a 委 1， 以 及 常 

AC> 0, fA 
| f(t,) — fz) |< Clty —tl*, Vist € lab], (2. 37) 

则 称 f(t) 在 [a,5] 上 具有 指数 a 的 Holder 连续 性 或 Lipschitz 连续 性 . 

XH, 区 间 [a,5j 可 以 是 有 限 的 , 也 可 以 是 整个 实 轴 R 如 果 区 间 [a,6] 
是 有 限 的 闭 区 间 ,， 则 定义 中 的 有 界 函 数 这 一 要 求 可 以 去 掉 ， 它 是 自然 满足 
的 . KELa b] 上 具有 指数 a 的 Holder 连续 性 的 函数 的 全 体 构 成 一 个 Banach 
空间 , 记 为 C. 

根据 定义 可 知 , 如 果 0 二 8 二 a, 那么 


C cæ. (2. 38) 
对 于 函数 SO, ESO E C 的 a 的 上 界 称 为 函数 f(z) 的 Halder 正 则 性 指数 
a = supi fG) €E CÊ}. (2. 39) 


RRR T EXE EAI Holder 连续 性 以 外 ,还 可 定义 在 一 点 的 Holder 连 
续 性 . 
定义 2.9 ie ft) 是 区 间 [a,5] EWER BR, to € (a,b), 对 于 0 过 a 
<1, URERC> 0, BA 
| ftp +h) — f(t) | <ClAl*, t +h € [a,b], (2. 40) 
则 称 f(t) 在 点 to 具有 指数 a 的 Holder 连续 性 . 
与 式 (2. 39) 定义 的 一 样 ， 函数 f(z) 在 点 如 的 Holder 指数 的 上 界 ， 称 为 
函数 f(z) 在 点 to 的 Holder 正则 性 指数 . 
对 于 函数 的 Holder 指数 a, 也 可 以 有 大 于 1 的 情形 . 
定义 2.10 对 于 ax 三 ?十 8, 2 为 正 整数 , 0 二 B 志 1, 如 果 有 界 函 数 f(t) 
具有 直到 n 阶 连续 导数 , Hn PERS O 对 某 个 常数 C >> 0, 满足 
| f (t)) —f™ |< Clty —te 18, Ytst € [a,b], (2.41) 
WE fCz) 在 区 间 [a,o 上 具有 指数 a 的 Holder 连续 性 . 
对 于 在 点 to 的 Holder 指数 也 可 类 似 定义 . 
函数 f(t) 在 整个 实 轴 R 上 具有 指数 a 的 Holder 连续 性 , 可 由 f(z) 的 
Fourier 变换 了 (w) 的 衰减 性 推出 . 


定理 2. 11 设 函 数 f(1) ELR 在 及 上 连续 ， 如果 
[IFool dw <o, (2.42) 
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则 Fi 在 R 上 有 界 ， 并 且 具 有 指数 a 的 Holder 连续 性 . 


证 ”函数 的 有 界 性 由 Fourier 逆 变 换 及 条 件 (2. 42) 即 得 
pol= | Pere de] EST | wd | do 


<i Fo) |A lwl") dw <+ o0. 
TI 一 co 


下 面 证 明 ; 对 于 0<c 委 1，Holder 条 件 (2. 37) 成 立 , 即 证 存在 常数 C> 
0， 使 得 Vzyy € R, zy, A 
KORTO 
lz—yl|? 

根据 函数 的 Fourier HER, 有 

f(x) 一 fO — |exp(iwz) — expliwy) | 

一 L ) 

[z= yl" 2 Pel Ko | 天 一 yj 

为 了 估计 式 (2.43) 右 端的 积分 ， 把 |z 一 y| 分 为 lz 一 yl <lol 与 
lr — yl Slol 两 部 分 . 4Ylz—yl 1 <lol 时 , 有 


| expliwr) — exp(liwy)| 


dw. (2.43) 


< <2lwl*; 
laz—yl|? la—yl* 
当 |z 一 y| Slol 时 , 有 
|expliwz) — expliwy)| -Clollz 一 y| _ C lwl 
|z— yl" jaye Iz—yl 
< fel col (0 < C <+ 20). 
w 


将 积分 (2. 43) lr yl” Slol 5lr— yl! Slel 分 为 两 部 分 , 得 
Lite — fol < EKETA lolzdo =C 


lz—yl? 

故 由 条 件 (2. 42) FI, C < 十 cc. | 

这 就 是 说 ，Fourier 变换 是 度量 函数 f(z) 在 RR 上 的 全 局 正则 性 的 有 效 工 
R, 但 并 不 能 从 | 了 (w) | 在 高 频 w 的 衰减 性 分 析出 f(t) 在 指定 点 如 及 一 个 有 
限 区 间 上 的 Holder 正则 性 . 而 由 于 小 波 具 有 很 好 的 局 部 性 , 所 以 小 波 可 以 给 
出 函数 在 一 个 区 间 甚 至 在 一 个 点 处 的 Holder 正则 性 . 

小 波 Ce) 的 正则 性 主要 影响 着 小 波 系数 的 数值 稳定 性 . 假设 由 小 波 系数 
Cy Gk) = (fod, 可 得 到 如 下 的 重 构 公 式 : 


f(D = > Da CpG skin Ds 


JEZ REZ 


MRC GA 不 发 生 任何 改变 地 重 构 , 那么 得 到 的 f(z) 是 精确 的 ; 但 若 
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CrG.k) 产生 了 误差 s〈 例 如 不 可 和 避免 的 截断 误差 , 信号 压缩 时 的 量化 ,信号 
去 噪 时 的 阐 值 化 等 都 属于 这 类 情况 ), 则 导致 重 构 信 号 f(z) 增加 了 误差 &. 对 
于 光滑 的 小 波 y()，, 误差 也 是 光滑 的 , 即 只 要 原始 误差 e 不 太 大 , 则 最 终 误 
差 € 也 不 会 太 大 , 也 就 是 说 不 会 出 现 非 正则 的 奇异 误差 . 


2. 6.2 小 波 变换 与 正则 性 分 析 


现在 , 我 们 讨论 连续 小 波 变换 与 Holder 正则 性 的 关系 . 
设 Fo ELR 的 连续 小 波 变换 为 


— _ 1 te t—b 
W (asd) = Sify? = |" FO pE) ae, 
EH yg, O 由 式 (2.7) 确定 . 


定理 2. 12 BR gya) 满足 
too 
[ately lyn ld <+, 


及 pO) =0. wWR-AAR BK f(t) 具有 指数 a (O<a<1) Holder 
连续 性 ， 即 式 (2. 37) 对 民 成 立 , 那么 f(1) 的 小 波 变换 满足 
|WyCa,b)|<C lal". (2.44) 


证 因为 | pCerde =0, MUA 


Foes? =| lal? (2) cf sdt 


a 


因此 
too _1 
WaS T lal? 


#(=2) |cle—sleae 
api [te 
<Cla| a Lg) | lyledy 


1 
<Clal™?, | 
以 下 是 定理 2. 12 的 道 定理 . 
定理 2.13 设 y(t) 是 紧 支撑 小 波 , BK) CUR 是 有 界 且 连 续 的 . 如 
果 对 于 某 个 a EE 0.1, f(z) 的 小 波 变 换 满 足 


1 
[W a bD Clal"?, (2.45) 
那么 f(t) 在 RR 上 具有 指数 a 的 Holder 连续 性 . 
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证 选择 VO 是 紧 支 返 的 连续 可 微 函 数 ， 且 | p Od =0, 以 及 
Cough = 1， 则 有 反 演 公式 ( 见 文 献 [74],[103])， 
fay = | (|= Spa (WD), 


将 上 式 右边 按 外 层 的 积分 分 为 两 部 分 : idle] <1 fs), lal 之 1 时 为 
fict). 
先 估计 广 (0. 一 方面 ,万 (0 关于 :是 一 致 有 界 的 ， 即 


AGI A RN NAGI A 


<d ia (Ela 4 


_3 
< Cl lal ?a 


= Č 一 十 o, (2, 46) 
男 一 方面 , 对 于 |h| SL, it ALG) = | 所 (十 有 ) 一 了 (G1, 得 


aw sf a (S| 


(人 lee t) ay )ao} 82, 3 


(5%) an) 


因为 
lvuthy—-P@M|<Clal, (2, 47) 
并 且 存 在 正 数 A, 使 suppy, suppy? C [A,A], 所 以 


Ar. sc tet? ~] J | f(y) | dy db} da 


ly <ia A+ 
ly-6l<lalA 


4 一 3 
< C |h i lal (faan ISO | dy] da 


SCALA Nef lal Cala +2)? da 
<C" hI. 
再 结合 一 致 有 界 式 (2. 46), BNE 
[fiG+D— fAECh|I, VYVhE (00, +00) 
关于 :一致 成 立 . ER, 在 上 述 论 述 中 , 我 们 甚至 没有 使 用 式 (2. 45), 所 以 
Wo FLO 总 是 正则 的 . 
下 面 估计 fs). 首先 ， fs (2) 也 是 一 致 有 界 的 (注意 式 (2. 45)) 
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#(*)|w)S 


+o et? } 
Ol| a (clat? lal 
—l+a 
<cilv laf lal da 
=C <+ o0. 
再 对 于 |h| <1, fit As(h) = | fs(z 十 h) 一 fs(z)|, 注意 到 式 (2.47) 与 


(2.45), 得 
WN AE |S) 
十 | (f aeaa Cle a g 
<c[ laf op lel de 


Half a lal Cal A + iR] Jda | 
=C'lA|*. 
由 此 得 到 f(z) 具有 指数 a 的 Holder 连续 性 . | 
定理 2. 12 与 定理 2. 13 一 起 表明 ,函数 的 Holder 正则 性 条 件 基本 上 可 用 
它 的 连续 小 波 变换 的 绝对 值 按照 a 的 衰减 特性 (2. 45) 来 表征 . 但 并 不 完全 等 
价 ， 因 为 定理 2. 13 不 包括 a = 1 的 情形 . 注意 , 并 没有 对 YO 本 身 作 任何 正 


则 性 要 求 ,除了 关于 IO 的 衰减 性 条 件 外 ,只 利用 了 | pede = 0 (虽然 这 


个 条 件 没有 明显 地 出 现在 定理 2. 13 中 , 但 ylz) 仍然 满足 这 个 等 式 ， 否则 式 
(2. 44) 不 能 成 立 ). 

函数 f(t) 的 高 阶 可 微 性 与 它 的 最 高 阶 导数 的 Holder 连续 性 可 借助 于 小 
波 系 数 的 衰减 类 似 地 刻画 (要 求 Wi BARA WIRE). 为 了 特征 f(z) E 
C HSO O 具有 指数 a 的 H6lder 连续 性 , 要求 小 波 OC) 满足 


十 co 
fE rya 一 0， 了 一 0 1 e,n 
对 于 这 样 的 小 波 , Ba E (0,1)， 则 下 述 2 个 条 件 是 相互 等 价 的 : 
(1) f@ €E C, 且 所 有 f°™ G), m 一 0,1，…7， 有 界 且 平方 可 积 ， 并 
Bf” (9 具有 指数 a 的 Holder 连续 性 ; 
(2) RPSL W(a.d)|<Clal"***? 关于 5 是 一致 的 


这 里 , 也 没有 要 求 关于 yz) 的 正则 性 . 
下 面 我 们 进一步 讨论 小 波 变 换 用 于 刻画 函数 的 局 部 正则 性 . 
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定理 2. 14 Rbk y(t) 满足 

十 co 

[Pa Feb [yo ld <to, 


及 | pide =0. 如果 一 个 有 界 函 数 /() 在 志 如 具有 指数 wE (0,1) 的 
Holder 连续 性 ， 即 式 (2. 40) RL, AA 
IW ast +< Cla |? dale +l). (2, 48) 

证 通过 平移 能 够 使 b = 0, 故 只 需 证 (2. 48) AT = 0 成 立即 可 . A 
为 | glade = 0, 所 以 有 

—b 
(G2) |e 

t—6 

(F) |e 


1 十 co a 
<clalc 人 | > 二 [yy | dy 


(W-Casb)|= |" | fee) — FCO) | aj"? 


<c] eela]? 


1 
<Cla|*(lal*+]al*. | 


定理 2.1S KyYOQRRREDR, (OCU RM AARAES BR. 如 果 对 
FER Y>0, 不等式 

1 

(W; Ca bD Cla”? (2. 49) 
l a 
|W Casto +D Clal? (lalt), s0) 
| tog | o| | 
AA, f(t) 在 点 加 具有 指数 a 的 Holder 连续 性 . 


证 与 证 明定 理 2. 13 的 思路 类 似 . 把 f(z) 分 为 两 部 分 6.) 和 fs), 
IF SLO 的 一 致 有 界 性 及 | fi to 十) 一 fi to) | 的 估计 , 无 需 作 任何 改变 . 
只 是 在 证 明 fs (7) 的 一 致 有 界 性 时 ,把 y 换 为 e 即 可 . 

现在 估计 | fso th) — fs (to) |. 因为 通过 平移 能 够 使 p = 0, 所 以 对 于 
绝对 值 很 小 的 h, 得 

| fsh) — f0) | 


<f ns (i lal” g (+7) an) 


上 Jl el | = | 


¥ (=) | a] 2 


a? 
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Scull (ier +e) |e 2)) 0] 


a ll — 
万 (a ane (SR) # ( 7) jejž. 
(2.51) 


其 中 假定 x>>y《〈 如 果 c 委 ” 情况 也 类 似 ). PRO. 51) 右边 的 四 项 依次 记 为 
,Ts ,Ts 及 Ti ,并 分 别 进 行 估计 . 这 时 


一 ] 十 2 a 
nn <f ,ns lal WF Iida <Clhl*. 
在 第 二 项 中 , 利用 supp C [一 人 ,4], 得 
Ta < f lal lg Hida 


lal<|A| 


(lalA 十 | 六 7) 


二 lal ly Wa Toadala taD] 和 


1 
<ClAiz{ 1 一 一 一 | a Tid 
Sem er 2] 


二 Ca 
类 似 地 ,对 于 充分 小 的 1h| ,， 有 


一 La 2 
Ta < f Vel My Mada 


(la|A)? 


一 ] 2 
tf aem lal lg lz | log |alA| da 


<ClhI*. 
最 后 , 有 
Ta < ch), <1 jal =| ale CalAT hy 
<lal< |logClalA+1al)| 
<C lvA|(1+lal* HH aH T] 
CA. 
综合 起 来 , 即 证 得 f(z) 在 点 to 具有 指数 a 的 Holder 连续 性 ， | 
对 于 高 阶 局 部 正则 性 ,也 有 类 似 的 定理 , 证 明 也 相仿 . 这 方面 的 工作 还 
可 参考 文献 [84]. 
小 波 在 信号 的 奇异 性 检测 与 分 析 中 的 应 应 用 将 在 第 八 章 中 讨论 . 


[alat iaid 
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习 题 2 


1. AC) % Haar RR EBR, g(t) 二 hxh(1) 是 h(t) FAD 的 卷 积 ， 又 
Mt) = Fo —Lyl2e +2). 


D REX p(t) 与 glz) 的 解析 表示 式 . 
(2) 证明: y(t) 满足 可 允许 条 件 ， 因而 是 一 个 基本 小 波 . 


B) 令 Yon (t) = 22 Mt — n). 试问 (grr E) mrez 能 否 构成 L2(R) 的 
一 个 标准 正 交 基 ? 请 阅 述 理由 . 

2. 简 述 Wavelet 变换 主要 在 哪些 方面 明显 优 于 Fourier 变换 . 

3. Re) 是 一 个 窗口 函数 , 即 gO E LR, iE: 

(V/Ttle@ E LR); 

(2) g(t) € L'R). 

4. 设 gO CUR RBETRHEAH, Eya) RH Fourier 变换 pw) 都 


是 窗口 函数 ,证 明 : | yd =o. 


5. Ke) E I2CR) 是 关于 上 一 0 对 称 的 基本 小 波 , KR f(t) = coswot 的 
连续 小 波 变换 . 

6. R Gauss 函数 f(t) =e" (a >> 0) 在 时 域 和 频 域 的 窗口 宽度 ， 并 验 
证 Heisenberg 不 确定 性 原理 . 

7. 设 p(t) 是 区 间 [0,1] 上 的 特征 函数 ， 

D 计算 (2) 与 g(t) HAR N21) = px Gt). 

(2) 计算 N: 0) 的 窗口 面积 . 

8. 设 p(t) ELR, 请 用 频 域 形式 给 出 (gli 一 &))pez 构成 L2(R) 中 的 
一 个 标准 正 交 系 的 充分 必要 条 件 , 并 加 以 证 明 . 

9. 已 知 p(t) € L’(R) 的 Fourier 变换 为 


pw) = 


{p(t —k) hez EB TK LR 中 的 一 个 标准 正 交 系 ? AHA? 
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10. 证 明 恒 等 式 : 
1 — 1 
之 (othr)? sin2uw Vo ER 
,11. {hy ()} 是 Haar 系 , 证 明 : 如 果 函 数 


a, o<:<+4, 
fO 一 5， $<t<l, 
0, 其 他 ， 
那么 
十 co as o<t<d, 
DFE) shjo (2) ) ho (t) = i 
J 一 0 b, F<t<l1. 


12. RW ZH p(t) AC), AC2t) ,ACt—-1D E L2[0,1] 张 成 的 子 空间 , 其 
中 g(t) h(t) 分 别 是 Haar 函数 和 Haar 小 波 , 求 函 数 f(t) 二 t 在 W 上 的 投影 . 

13. 证 明 : 如 果 f(z) ERKEL Lab] 上 共有 指数 a 的 Holder 连续 性 ， 则 
SO) 在 任意 点 如 E [a,b] 处 具有 指数 a 的 Holder 连续 性 . 


14. RSO = tsin t, 证明: 
D (@ 在 任意 点 如 E€ 1,1] 处 具有 指数 1 的 Holder 连续 性 ; 
D Ha fO 在 区 间 [ 一 1,1] 上 具有 指数 a 的 Holder 连续 性 . 


15. iE: f(t) 在 区 间 [a,6] 上 具有 指数 a (>) 的 Holder 连续 性 当 且 
仅 当 f O Elab] 上 具有 指数 a 一 1 的 Holder 连续 性 , 

16. ŽARA, 虽然 O 在 点 如 处 不 具有 指数 ua 一 1 的 Holder 连续 性 ， 
但 是 f(t) 在 点 加 处 可 能 具有 指数 a 的 Holder 连续 性 . 
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多 分 辩 率 分 析 (IMulti-Resolution Analysis, MRA) 也 称 为 多 尺度 分 析 或 
者 多 尺度 通 近 , Æ S. Mallat 于 1988 年 提出 的 , 既 为 正 交 小 波 的 构造 提供 了 
切实 可 行 的 方法 , 同时 又 建立 了 统一 的 小 波 理 论 框 架 , 对 于 深刻 理解 小 波 分 
析 理 论 以 及 构造 和 应 用 小 波 具 有 重要 意义 . 


3.1 Shannon 定理 及 其 应 用 


我 们 知道 , 从 大 多 数 物理 设备 上 获得 的 信号 都 是 连续 依赖 于 时 间 的 函数 
5 ， 称 之 为 模拟 信号 ,在 利用 计算 机 处 理 之 前 需要 对 f(z) 进行 抽样 ,转换 
成 数字 信号 .所 请 抽 样 ,一 般 是 每 隔 一 定 的 时 间 间 隔 和 A 取 /(2) 的 一 个 函数 值 
SRA) kE Z, 这 样 的 一 系列 离散 值 称 为 抽样 值 ， 如 图 3-1 所 示 . 


A) Jo) 


现在 的 问题 是 怎样 确定 抽样 间隔 A， 才 能 使 得 仅仅 根据 抽样 值 
(SRA) hez 就 能 完全 确定 原来 的 信号 O? 一 般 情况 下 , 若 对 fC) 没有 任 
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何 限 制 , 这 样 的 间隔 4A 当然 是 不 存在 的 , 因为 抽样 值 (了 (8A)})sez 相对 于 SO 
而 言 已 经 减少 了 很 多 信息 . 但 车 对 f(z) 的 Fourier 变 换 Flo) 加 上 一 定 限 制 条 
件 , 则 有 著名 的 Shannon 取样 定理 . 


定义 3.1 设 f(w) = Ero e i dt Æ f(t) K Fourier BR, AX FIE 


XB, 4 | o l> BM, 了 lw) =0, 则 称 f(z) 是 频谱 B 有 限 的 . 
如 图 3-1 所 示 ，f(z) 的 Fourier 变 换 了 (w) 在 区 间 ( 一 1,1) 外 恒 为 零 ， 所 以 
f(z) 是 一 个 频谱 BARA, 这 里 的 B= 1. 
定理 3. 1 (Shannon 取样 定理 ) Ree f(t) 是 频谱 B 有 限 的 ， 且 取样 间隔 
A< p’ 则 f(t) 可 由 取样 值 { fCkA))pez -AR LA AFRA: 


sin 和 一 kA) 
f@) = > fA) —4—_—_.. (3.1) 
kEZ 4 (t— kA) 


证 AW B<, 所 以 Fo) 在 区 间 [ 一 下 ,下 | 外 恒 等 于 零 , w= 7, 
将 Po) 延 拓 为 周期 经 = 26 的 函数 户 (w)， 即 


fw t 26) = Fw), wE R, 
H 
fiw = Fo), lwl<s 
于 是 
Flo) = fa C tjg O. (3. 2) 


将 户 (o) 展开 成 Fourier RR. A 
fiw) = YGa, 
. kEZ 
其 中 
CH bl Aedo = Fel Pare de 
=A. H Fw) el dw = Af (kA). 
K. -00 
因此 有 
Fw) = myo Xp.) = Ady f (kA)e MOY 5 Cw). 


再 利用 Fourier eevee 得 
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fa) = AI Fede dw 
2r 


= tea > CEA)e ee 让 (a) el dw 


一 A 5; fCRA of ales Gare (w) elt dw 
2 co 
1f? ic 一 ka) 
= AD) f(b) E| ede 
24 2n) — 


一 1 iw(e—kA) |È 
= 42 FRM) FG Fay’ — 


sin AORA) 
= >) FAA) 一 全 一 一 一 . 
bez EX (4—kA) 
A 
下 面 , 我 们 运用 Shannon 取样 定理 来 讨论 Hilbert 空间 L? OR) 的 标准 正 
交 基 问题 . 
i B = n, 将 频谱 x 有 限 的 函数 的 全 体 所 成 集合 记 为 Yo， 即 
V = Vo =0, |w |> n}. 


此 时 , 取样 间隔 可 取 A = = = 1. 利用 Shannon 定 理 , 对 于 任 一 f(t) EV 有 
fa) = Sw sin kG = set k), (3.3) 
REZ 
其 中 
_ sin xt 
g(t) 一 Rt ’ (3. 4) 


称 之 为 Shannon GA. 根据 第 二 章 例 2.4 可 知 ， 函数 oD 的 整数 平移 系 
{o(t—k) rez 构成 子 空间 Vo 的 一 个 标准 正 交 基 . 

然而 , Vo 仅仅 是 LCR) 的 一 个 子 空间 , 但 我 们 需要 寻求 L? CR) 的 标准 正 
交 基 . 为 此 , 我 们 设法 逐步 扩大 所 讨论 的 空间 . 


i B = 2x， ka=, 再 令 
Vi = (O| Flo =0, |w [> 2r}. 

则 Vo CV, 9 且 Vf) E Vis 利用 Shannon 定理 ， 有 
sin an(t— 


k 
2) 
ro = BA(z) mali) = X f(g). 
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再 由 第 二 章 例 2.4 可 知 ，(V3g(2t 一 k)}sez 构 成 子 空间 Vi 的 一 个 标准 正 交 基 . 
一 般 地 , 对 于 任 一 固定 的 整数 j, 设 B == Fn A= 方 ， 再 令 
= fn |o |> ah, © 8.5) 
则 V; Z Vie LV KO EV ， 有 


sin 2/ x r-£ 
ro = Dry ky = t) 


2J 


Drz Jot — k). 


E(t 一 外 hez 构成 子 空 间 V; 的 一 个 标准 正 交 基 . 
于 是 , 我 们 得 到 了 UR 中 的 一 个 函数 g(t) 及 一 个 闭 子 空间 序列 {V 
具有 下 列 5 条 性 质 : 


D SCV SVSV Cw CV; GC CL?(R); (3. 6) 

(2) ft) EV & f EV; 

(3) NV; = {0}; (3. 7) 
JEZ 

4) UV =LR; (3. 8) 
JEZ 


(5) (pt — k) rez 构成 Vo 的 一 个 标准 正 交 基 ， 
这 里 , 公式 (3. 6),(3.7) 的 意义 是 很 明显 的 , 对 于 公式 (3. 8) 可 以 说 得 更 
明确 些 . 
ERSO ELR, j EZ, HW yO ABB H n] 上 的 特征 函 
数 , 则 
flo) = a fz; = p MOF (3. 9) 


其 中 , flw) Æ x, 2x] 外 恒 等 于 夫 ， 故 eH Fourier PIER fj; (1) E Vj. 
对 (3. 9) 式 作 Fourier 逆 变 换 ， 即 得 

fo = DFO. (3. 10) 

JEZ . 
此 即 (3. 8) 式 . 
因此 , #4 
pa = 22 g(2it 一 外， 

则 根据 (3. 5) 及 (3. 10) R, V/O E LOR, 都 可 由 (gis (1) hirer RR. B 
憾 的 是 ,尽管 对 于 每 一 个 整数 7， 函数 系 {ox O eez 构成 V; 的 标准 正 交 基 ， 
但 {gs O jarez PTAR L RO 的 标准 正 交 基 . 这 是 因为 , 当 j 关 7 时 , F 
空间 V; 5 Vy 不 正 交 ， 故 V; 中 的 正 交 系 与 Vy 中 的 正 交 系 未 必 相 互 正 交 . 
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解决 这 一 问题 的 方法 是 ， 从 子 空间 列 {Vj jez 及 函数 p(t) 出 发 , BA 
一 个 相互 正 交 的 闭 子 空间 序列 {Wj; ) ;ez 及 函数 y(t), 使 得 空间 L? CR) 可 分 解 
成 {Wi}jez 的 正 交 和 ， 即 
L’ (R) = =Q W; 


ZE, W LW; GAP), BE oO) 的 二 进 伸缩 SEROB EMA 


(22 Ot —k) hez 构成 子 空间 W, 的 一 标准 正 交 基 ， 于 是 (2 yt —k)} j rez 
构成 L?(R) 的 标准 正 交 基 . 

这 种 构造 正 交 小 波 基 的 方法 就 是 所 谓 的 多 分 辨 率 分 析 方 法 , 下 面 几 节 我 
们 将 详细 论述 这 一 方法 . 


3.2 SDH 


现在 , 我 们 首先 把 上 一 节 中 构造 的 闭 子 空间 列 {V) jez 及 函数 g(t) 进行 
抽象 和 推广 ,引出 多 分 辩 率 分 析 的 定义 ,然后 讨论 双 尺度 方程 及 与 之 相关 的 
小 波 滤波 器 及 其 性 质 ,最 后 论述 L? CR) 的 小 波 子 空间 的 正 交 分 解 理论 与 方 
法 . 


3.2.1 多 分 辩 率 分 析 的 定义 


定义 3.2 Hilbert 43/8] L? 中 的 一 列 闭 子 空间 {V; ez 称 为 一 个 正 交 
多 分 辩 率 分 析 ( 记 为 OMRA) ， 如 果 满 足 

(1) REH: V; CVin G E€ Z); 

(2) 伸缩 性 : f(2) EV © fD EVs 

(3) 隔离 性 : QV = {0}; 

(4) 稠密 性 ， DV = L?(R); 

(5) 正 交 性 : 存在 g(t) EV, 使 得 {gli 一 上 ), RE Z} 是 W 的 标准 正 交 基 . 
其 中 的 gp) 称 为 该 OMRA 的 尺度 函数 ，V; RAL’ R HBF SARRE 
空间 . 

根据 这 个 定义 , 我 们 在 上 一 节 利 用 Shannon 取样 定理 构造 的 子 空间 列 
(V; ) jez 就 是 Hilbert 空间 L? (R) 的 一 个 OMRA. 

多 分 辨 率 分 析 为 我 们 提供 了 在 不 同 尺 度 下 分 析 函 数 的 一 种 手段 ， 它 对 
L’ (R) 的 划分 如 图 3-2 所 示 . 
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图 3-2 


定理 3.2 设 闭 子 空间 列 {Vj)jez 构成 L2(R) 的 一 个 OMRA, g(t) 是 相应 的 
RAX., I VIC ZL, BRA 
构成 子 空 间 Vi 的 一 个 标准 正 交 基 . 、 


证 KE. prO, k EZ) 是 一 个 标准 正 交 系 . 这 是 因为 
(gp = 2| pto G@E—D dt 


oo ~ 
=| pa- g(t —1) dt = Oy. 


其 次 ，Y f(z) E Vj, 由 OMRA 的 性 质 (2) MI, SCD E Vy. AM 
SOD 可 表示 为 Vo WE QA), k € Z} 的 线性 组 合 ， 即 
IZD = Yiget—k), VtER 
REZ 


将 上 式 中 的 上 换 为 2x，, 得 
FD 一 Maet-kb, VEER. 
REZ 


故 f(t) 可 表示 为 标准 正 交 系 {px (2), k E 2) 的 线性 组 合 . 
H, RRR (pa (2), k ED 是 Vi; 的 一 个 标准 正 交 基 . | 
多 分 辩 率 分 析 {V; ez 也 称 为 多 尺度 分 析 或 者 多 尺度 逼近 .根据 定理 
3. 2， 子 空间 V; 是 由 9(5 的 二 进 伸缩 与 整数 平移 系 生成 , 即 


V; = 可 222 一 有 ,ECEZ VIEL (3.11) 
所 以 , 有 时 也 称 (Vj} ;ez 是 由 尺度 函数 g(t) 生成 的 多 分 辨 率 分 析 ， 而 称 g(t) 
FEV; } jen 的 生成 元 . 

对 于 尺度 函数 g(t), 不 难 证 明 ( 见 文献 [1611]) ; 

(1) 连续 标准 化 条 件 


[pwal=1 (3, 12) 
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(2) 离散 标准 化 条 件 


> eG+k) = 1. (3. 13) 
REZ 


我 们 看 到 , 对 于 LCR) 的 一 个 OMRA, 要 求 尺度 函数 p02) 的 整数 平移 系 
(o(t—k), kE Z) HRV 的 标准 正 交 基 是 十 分 重要 的 . 实际 上 , 这 个 条 件 可 
以 适当 放宽 , BIER {eG —k), k E Z) 构成 Vo 的 一 个 Riesz 基 . 于 是 有 下 
面 的 定义 . 

定义 3.3 Hilbert 空间 L’ (R) 中 的 一 列 闭 子 空间 {w jez 称 为 一 个 广义 
多 分 辨 率 分 析 ( 记 为 GMRA)， 如 果 满 足 

(1) REHE: Vj SV QED; 

(2) 伸缩 性 : SO EV e f(2t) © Vins 

(3) 隔离 性 : Y= {0}; 

(4) WEE: U V = [LCR); 

(5) Riesz dE: 存在 git) E Vo ,使 得 {g(t 一 k),k€E D 是 V 的 一 个 Riesz HE. 
其 中 的 g(?) 称 为 该 GMRA 的 尺度 函数 . 


定理 3.3 (V hez 是 由 尺度 函数 g(t) 生成 的 GMRA, 令 
E(w) 


(X lwt 2kn)|?) 


kEZ 
则 Elw) 的 Fourier # RR g(t) 是 一 个 正 交 尺度 函数 ， 即 4 人 Vi)iez 是 由 


p(t) 按 (3. 11) 生成 的 L2(R) 的 一 个 OMRA. 


bole 


证 ”我们 只 和 需 证 明 ; 
CL) {p(t 一 k),k€ 2Z} 是 Vo 中 的 一 个 标准 正 交 系 ; 
(Hl) {w(t 一 有), REZ) 生成 的 子 空间 等 于 Vo, BN 
span{g(t—k), REZ} =V. 
JEC L>. 根据 GMRA 的 第 5 条 性 质 ,{g( 一 让，AEZ) 是 Vo W Riesz 
HL, 所 以 存在 正常 数 a Bs 使 得 
0<a< > | (w+ 2k) |? KP<to. 
EZ 


—l 
SDa) = (D liwt) 7, W. 1 式 即 为 
REL 


pw) = Pw) Bw). (3. 15) 
HR, Ow) E CR) 是 一 个 2x 周期 函数 ,因此 可 展开 成 Fourier RR 
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Blw) = qe, 


kEL 


其 中 (cp}iez € P. 对 (3. 15) 式 作 Fourier 逆 变 换 , 得 
g(t) = Dag (tC— k). 
REZ 


Dike) € Vo CUR). 另 一 方面 , 由 于 
> | Got 2k) |? = >) | Glwo+ 2k x) |? | Blw+ 2kx) |? 
REL REZ 


=P (wv) >) | Fwt kn) |? =1, 
REL 


所 以 {g(t 一 站 ,kk E Z} 是 Vo 的 一 个 标准 正 交 系 . 

PRECI). i2Vo= span{e(t—k), k € Z)， 即 证 V 一 Vo. 

一 方面 , 由 于 {p(t 一 外, REZ} GV, EV 是 闭 子 空间 , MAVE Vo. 
另 一 方面 , 由 (3. 15) 式 得 &(o) 二 81《w)8(w)， 再 用 完全 相同 的 方法 可 证 得 
Vo G Vo. EE Vo= Vo. | 

这 个 定理 不 仅 阐明 了 GMRA 与 OMRA 对 应 的 尺度 函数 g(1) F g(t) 之 
AKA, 而 且 具 体 给 出 了 由 g(2) Bled) 的 正 交 化 处 理 公式 . 我 们 约定 , > 
后 如 无 特别 声明 , 尺度 函数 一 般 指正 交 尺 度 函 数 . 


3.2.2 双 尺 度 方程 与 小 波 滤波 器 


下 面 我 们 介绍 在 小 波 分 析 中 起 着 重要 作用 的 双 尺 度 方程 以 及 与 之 相关 的 
小 波 滤波 器 及 其 重要 性 质 . 


定理 3.4 Roa) 是 L2(R) 的 一 个 OMRA ARAARA, MÉE lh ez E 
已 ， 使 得 | 
g(t) = > hp t— k). (3. 16) 
REZ 


证 因为 p(t) € Vo CV, 又 根据 定理 3.2 知 ， (22 pCt), RED 是 
Vi 的 标准 正 交 基 , 所 以 g(z) 具有 (3. 16) 的 表示 式 , 其 中 


oo 
hy = 26900) p=) = 一 PCD GE B dt. 
根据 Bessel FER, 有 


5 lA, |? = 25 | lpp? l? <2llow l; <+ o. 
REZ kEZ 


FRU Ae becz E É. E 
定义 3.4 设 glt) ELR 的 一 个 OMRANRE BR, We 
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(3.16) 式 的 序列 {hi)iez 为 尺度 函数 g(t) 的 双 尺 度 系数 , 而 称 (3. 16) 式 为 双 
尺度 方程 . 
对 双 尺 度 方程 (3. 16) 式 的 两 端 求 Fourier BHR, 得 
ikw af W w naj W 
Po 一 记忆 Me tel) H(Z)8(Z)> 
其 中 H(w) = 5 ume. 上 式 也 可 写 为 
REZ 
$20) = Hw) Glw). (3. 17) 


为 方便 起 见 , 往往 把 (3. 16) 与 (3. 17) 式 分 别称 为 双 尺 度 方程 的 时 域 表 
示 和 频 域 表 示 . 


定理 3.5 {V ez AHR BK Gt) 生成 的 OMRA， 则 双 尺 度 系 数 
he)pez 具有 下 列 性 质 ， 


C) X hi- hy = 28,9, V2 € Z; (3. 18) 
REZ ' 

(2) >) lA, l? = 2; (3. 19) 
kEZ 

(3) Slr, = 2; (3. 20) 
REZ 

(4) Dha = Y hyp = 1. (3. 21) 
kEZ REE 


证 O AH lpk), & EZ) 的 标准 正 交 性 及 双 尺 度 方程 (3. 16) 式 , 得 
6x0 = (p(t — n) g(t)? = Fee- n) g(t) dt 


十 co — — 
=Í Shap (2t— 2n—k) S) hpr dt 
~~? BEE IEZ 


— f+ 
= Dian m| pt — k) ot — l) dt 
kEZ LEZ 一 


一 4 X hion hes 
REZ 
所 以 (3. 18) 式 得 证 . 
(2) 在 (3. 18) PA n = 0 即 得 (3. 19) 式 . 
(3) 对 双 尺 度 方 程 (3. 10 的 两 端 积分 , 得 
[etd = Dhl par— bar = 4 u gd 
~~ kez * REZ -> 


利用 o 的 标准 化 条 件 (3. 12) 式 , 即 得 (3. 20) 5K. 
(4) 将 (3. 18) 式 两 端 对 nn 求 和 , 得 
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SD Dh 2 ha = 2 218.0 = = 2, 


nELREL 


将 上 式 中 关于 上 的 和 式 按 奇偶 分 成 两 部 分 ， 有 
2= >) (> ha- on han + Dohas- on harti) 


nEZ REZ 


= = 2a (Qa has EN 2hari- -on haki 


REZ nE 


= $ (Dhan hee + 2 (She ) hagt1 


REZ n€EL 


= (J hm) Py hog + (Sh P2) hori- 


nEzZ 
4SE= SS hae hops O 一 SD hyp Aop+is 则 上 式 即 为 
REZ hE 
[E|?+ |o}? =2. 
另 由 (3. 20) sh, 得 
E+0O=2. 
联 立 上 述 二 式 解 得 唯一 解 : E = O= 1, 此 即 (3. 21) R. I 


定理 3.6 设 (hi)rez 是 尺度 函数 g(t) 的 双 尺 度 系数 ， 令 
Hw) = She, (3. 22) 


2 fez 
则 Hlo) 是 2x AR BR, EL 
|H@w) |+ Hlo t) |? =1. (3. 23) 


WE 由 (3.22) sR, Hw) 的 2x 周期 性 显然 , 所 以 只 需 证 (3. 23) 式 成 立 . 
利用 尺度 函数 p(b 的 平移 正 交 性 并 根据 定理 2. 6, 得 
& llw t 2kr)l? =1, VoER, 


再 利用 双 尺度 方程 的 频 页 域 表 示 (3 17) 并 按 的 奇偶 性 分 成 两 部 分 , 得 
1= >) | G(Qu+ 2k) |? 一 >) | Hlw+ kr)’ | Gwtka) |? 
REZ REZ 


= >) | Hlw+ 2kw) |? | Elw + 2k x) |? 
REZ 


+) [Hwt k+ Dx) |? | G@+ 2+ 1x) |? 


REZ 


= >) | Hw) |? | G+ 2kx) |? 


REZ 
+S) | H@+n) |?) elw rt 2kx) |? 
REZ 


= | Hw) | t| Hwt) |’. | 
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现在 , Sg, = (— Dt hy KEL, K 


Glw) = 4 > gee, (3. 24) 

REZ 
d) Gw) = 一 se 万 (oo 十 xz)， 因 而 具有 2r 周期 性 ; (3. 25) 
(2) |G) |? +|G@tr) |? =1; (3. 26) 
(3) Hw) Go) + Hlo tn) Glot o = 0. (3. 27) 


在 工程 应 用 特别 是 信号 处 理 中 , Wez 与 {g4)rez 分 别称 为 低 通 
滤波 器 系数 与 高 通 滤波 器 系数 ，H(w) 与 C(w) 则 是 它们 的 频 域 表现 , 分 别称 
为 低 通 滤波 器 与 高 通 滤波 器 . 事实 上 , 由 (3. 20) 和 (3. 22) 式 易 知 HO = 1, 
G(r) =1. IE Hw) 5 Go) 这 两 个 小 波 滤波 器 的 数学 特征 . 有 的 文献 称 
Hw) 或 Glw) HALPER UE BE. 

至 此 , 我 们 在 OMRA 的 框架 下 产生 了 两 个 非常 重要 的 函数 Hw) 和 
G(w), 它们 满足 (3. 23), (3. 26) 及 (3. 27) sh, 用 和 矩阵 形式 表示 即 

Mw) Mw)? =I, 
其 中 
Hw Hw+rx) 
Mw = |G) cc 
还 可 以 等 价 地 表示 为 


> heon hy = 26.0， 

hEZ 

>) Eronga: =26.01 VWnE Z, 
REZ 


了 一 0， 
€ 

FILER EA ERE T ERR EEA, 而 且 还 保证 了 信和 号 分 解 
后 能 够 完全 重 构 ， 因 此 公式 (3. 23) , (3. 26) 及 (3. 27) 或 它们 的 等 价 形式 称 为 
精确 重 构 条 件 . 


3.2.3 小波 子 空间 与 LR 的 正 交 分 解 


下 面 我 们 讨论 如 何 从 三 (CR) 的 一 个 OMRA 出 发 建立 L2(R) 的 正 交 分 解 ， 
为 构造 正 交 小 波 提供 理论 依据 . 

首先 , 我 们 对 这 一 方法 的 原理 作 一 粗略 分 析 . 

根据 定理 3. 2， 对 于 固定 的 )， 函 数 系 ({px (1), k E Z) 是 了 的 一 个 标准 
正 交 基 , 但 由 于 {Vj}jez REEL? CR) 的 正 交 分 解 , MAp), kE Zh jen 
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是 LCR) 的 标准 正 交 基 . 
为 此 , 我 们 引入 Vj; 在 Via 中 的 正 交 补 空间 Wj, BI 
WLV EB V @W;=V;m. 
对 于 子 空 间 列 {W; cz, 我 们 有 : 
@ Vis EZ, 74s, FSR W; 5 Wy 相互 正 交 , 如 图 3-3 所 示 . 


一 “7 "7 FA Tr <- — PR) 
wm W W 


图 3-3 
© 因为 
View =V OW; = Vj- 1QOwW D)W = 
=V,OW, DW, OD .OW 
所 以 当 7 一 十 co 一 一 co 时, 即 得 L? (R)》 的 一 个 正 交 分 解 
L?(R) = =P Wj. 
© 由 OMRA 的 伸缩 性 易 知 : fC) © Vo © KOR E Vj, 从 而 有 
g(t) © Wo © gt) € Wj. 

这 是 因为 若 g(t) € Wo, 则 存在 f(t) € Vo. ESO, g0) = 0, BI 


0= [pO EW ae = A T D BB) dt 
= 2 ft), g(2't)), 


所 以 g(t) E Wj, 反之 亦 然 . 

综 上 所 述 , 由 外 ,四 知 , 子 空间 列 {W;} ;ez 构成 LCR) 的 一 个 正 交 分 解 . 
REO, 问题 归结 为 构造 一 个 函数 y(7) , 其 整数 平移 {y(t 一 8))sez 构成 子 空 
间 Wo 的 标准 正 交 基 . 若 令 


Piz (t) = 22 gC2it — $), jk € Z, (3. 28) 
Wp O k E Z) 构成 子 空 间 Wi 的 标准 正 交 基 , 即 
W; =span{y,(),k EZ}, EZ (3. 29) 


因此 {ys £), jok © Z) 构成 Hilbert 空间 L CR) 的 标准 正 交 基 . 
现在 的 问题 是 , 这 样 的 函数 wo 是 否 一 定 存在 ? 如 何 构造 ? 下 面 我 们 详 
细 阐 述 这 一 问题 . 


定理 3.7 对 于 任 一 f(t1) E Wo， 必 存在 一 个 2x 周 期 函数 vlw)，, 使 得 了 (1) 的 
Fourier 变换 Flo) 可 表示 为 
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fw) = ve H($t+x)@ 


a (2). (3. 30) 


2 


证 AAS € Wo CV, 所 以 存在 las} El, 使 
FO) = X apt — h). 
REZ 
对 上 式 两 端 求 Fourier 变换 , 得 
~ 1 —ik Af w w\af w 
fw) = > Zola )= Al > 5 lo (3. 31) 
f 7 Saare o(7)-A($)a($) 
其 中 Alw) = LS Ge E L'O, 2x]. 
2 fz 
注意 到 Wo | Vos AAFO | ot—n), Ynez. i 


0 = (AOpen) = EST Au) Boe de 
2+] 和 一 -一 一 ， 
= Fad Bde de 
keg IAT 


2r ， S Ar LORY 
一 I. eit (di fot 2kw) pw + 2k n) ) dew. 


于 是 有 
>) flo+ 2k) lwt kr) 一 0. (3. 32) 
REZ 


把 (3. 17),(3. 31) RAER, HAH A), Hlo) 的 2r 周期 性 以 及 定理 2. 6， 
可 知 (3. 32) 式 成 立 当 且 仅 当 
Alw) H@) Alw +n) Hlw+7) = 0. (3. 33) 
这 就 是 说 ，Yw ER, 向 量 (A(w) ,一 A(o 十 m) 5(H@tn Hw) 是 线性 
相关 的 , 故 存 在 和 Cw), 使 得 
{A = Alw) Hwt x), 
(3. 34) 
Alw tr) =— à lw) Hw). 
由 此 可 得 
Alw) +ACw tm 一 0. 
HF Aw), Hw) € LLO, 2n], 所 以 Mo) E LLO, 2r]. 故 由 第 一 章 例 1. 28 
知 , FE lo) E LLO, 2x], 使 得 
Alw) = ey Cw). (3. 35) 
把 (3. 35) 与 (3. 34) 的 第 一 式 代入 (3. 31) 即 得 (3. 30) R. | 
现在 , BEYO E LR) 就 是 我 们 要 找 的 函数 , WMypa—k), REZ) 构 
成 Wo 的 标准 正 交 基 , 那么 Vf) EW, A 


BAM Ee 7 


fO = > Rpt k), 
kEZ 


Apie) € 2. 对 上 式 两 端 求 Fourier 变换 , 得 
flo) = (She )g@)s (3. 36) 
REZ 


pge e © L2[0,2x]， 比 较 (3. 36) 与 (3. 30) 式 , 可 以 选取 
kEZ . 
pw) =e? 本 (学 +n)($). 
把 (3. 22) 式 代 人 上 式 , 再 作 Fourier 道 变换 , 得 


yt) 一 > (—1)4! hig l2t— k). 
REZ 


值得 注意 的 是 , dw) 的 选取 并 不 是 唯一 的 , 因而 yD 不 是 唯一 的 . 事实 
E, 由 定理 2.7 可 知 ; WRG, kE Z) 与 {J (1 一 有 ),k E Z) 都 构成 
Wo 的 标准 正 交 基 , 那么 必 存 在 2r 周期 函数 plw), 且 |po(w)|= 1; 使 得 yp (2) 
与 p) 的 Fourier 变换 dy (w) bp (w) 满足 
gy (w) = pla) byw). 
因此 , 我 们 取 ( 今 后 如 无 特别 声明 就 总 这 样 选 取 ) 


h 一 一 iF o afo 
ja) =F H(S+z2)6(F), (3. 37) 
相应 的 Fourier WEKA 
gt) = DC Dt hye t — k). (3. 38) 
REL 


定理 3.8 KV; bez 是 2(R) 的 一 个 OMRA, (ha) 是 尺度 函数 g(t) MRR 
BERK, P(t) 由 (3. 38) 式 给 出 , 则 由 (3. 28) 定义 的 二 进 伸缩 与 整数 平移 
系 {pi (2) } Rez 构成 L?(R) 的 一 个 标准 正 交 基 . 


证 RAR aie: 

CL) (op deez Mak), k E Z} 是 一 个 标准 正 交 系 ; 
CIE) Wo | Vos 

GID) Vi = Wo @ Vo; 

WO {Pip 2} j.20ez ELR 中 的 一 个 完备 正 交 系 . 
AECI). 首先 根据 (3. 25) RE. 37) 式 改 写 为 


jw =c) g) (3. 39) 


其 中 Glo) = jee, Wig, = (C Diha 由 于 
kEZ 
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Si litot2eml? = Dje S tkn) Salete), 
把 上 式 右 端 的 和 式 按 k 的 奇偶 ere an G(w) 的 2x 周期 性 ， 


得 
Vliet |? = Dlc(Y 2 +2kn) “Iel + 2k x)| 
6($+@k+Dx)|" 


w 
2 
+d le(s 所 十 (2k 十 Dx ) | 
= |0(2)/'+|6(¢-+%)[ 
=]. 
故 由 定理 2.6 知 ，{y(t 一 有 ), k E Z} 是 标准 正 交 系 . 

HWE): Wo 1 Vo. 

因为 Vo Hipa k), REZ) 张 成 , Wo Hga — k), REZ) 张 成 , 所 以 
要 证 Wo | Vo. REWE 

(pt—-k) gi—-D) =0, VA IEZ 


Bay. 利用 Parseval 等 式 及 (3. 27) R, 有 
(gt—b) .yt—D) 


= [pb ETD dt 

=|" utm) Fadu = LST gw) Hare do 

= al = (E)@($)6() (2) 

=la lela) aleg 
(党 )| (多 


l er 
ĝ ($ +a) 
) 


je 
jj 


sry, 2kx H( 


= tee 


NREL 


= ine De 


(Sten 


elma H 
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-a EEE H (g) 
一 0. 
这 就 证 明了 Wo L Vo. 
再 证 (人); Vi = Vo QW; 这 只 需 证 Vi S Vo Wo. 为 此 ， 令 


Hw) = 5(H($)+H($+x)), 


mo = g(h) nlg +a) 


HA 
H.(w+2n) =H,(w), Hyw+2n) = H, (w), 
H 
Ho) = AD ha, Hew) =F D h e, 
ŁEZ REZ 
于 是 


Hw) Gw) + H, (w) gw) 
1 
2 


(H($) +H( 


role 
+ 
A 
Te 
w 
T. 
ATT 
wje 
ee 
“> 
一 ~ 
wle 
S” 


对 上 式 两 端 作 Fourier HAR, 得 
g(2t) = 7È apate + hariglt— hk)). (3. 40) 
同 理 , 可 得 
HP) — Hew) dw) = FoF 9(F), 
再 作 Fourier 道 变换 ， 得 
g(2t—1) = 7 pe anpe + © — hag (t —k)). (3.41) 
任 取 Fo € V1, WA adecz E P tE 
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GD = > cpl2t— bk). 
kEZ 
把 上 述 和 式 分 为 奇偶 两 部 分 , 并 把 (3. 40) 和 (3. 41) 式 代 入 相应 部 分 ,得 
f@ = Du cp (2t — 2h) + 2 cung — 2k 1) 


= = | D cen D (hupa —k +D +hunpt— k —D) 


2 fez IEZ 


+5 L S can 24 (harip —k +D — hugt —k— D) 


2 EL 
= X apt — k) + X bpt — k), 
kEZ kEZ 
其 中 


1 — — 
Qk 一 7% (Copter hoy 十 Cartura Raiti)» 


by 7% (cop—2th 2+1 — Cop— tr1hz ). 
可 见 fG) € V Wo, 所 以 Vi CV) OW. 这 就 证 明了 Vi = V OWo. 
最 后 证 明 (NY). 首先 由 ( 工 ) 知 , 对 任 一 固定 的 jE Z, (oy, kE DB 
W, 的 一 个 标准 正 交 基 . 
然后 我 们 构造 由 L? (R) BV, 的 正 交 投影 算 子 : 


PAO =D fg en, VIO ELR, (3. 42) 
REZ 
以 及 由 L2(R) 到 W; 的 正 交 投影 算 子 ; 
GSD = Vb. WIDE LR. (3. 43) 
REZ 
分 别称 P,Q; 为 侦 近 算 子 与 细节 算 子 . ZA, 
Qj = Pin —P;, 


且 也 有 与 定理 2.9 相同 的 命题 ( 见 文 献 [161]) Bp 
i f) E CCR)， 则 
D lim IPf ~— fll, = 05 
(2) lim |P;fl; =0. 
利用 这 一 事实 ,几乎 是 重复 定理 2. 10 的 证 明 过 程 即 可 证 得 (多 es (2) jez 
ELE 中 的 一 个 完备 正 交 系 . | 
需要 指出 的 是 , 对 于 由 (3. 38) 式 定义 的 函数 YO, ABE: 
Fods. 
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进一步 , 根据 {yjs O jez He L ORD 的 标准 正 交 基 还 可 证 明 y(z) 满足 基本 小 


波 的 可 允许 性 条 件 (2. 1) 式 ( 详 见 文献 [49]), 因此 gp) 是 正 交 小 波 . 有 时 ， 
我 们 称 W; 为 小 波 子 空间 或 细节 空间 . 


3.3 正 交 小 波 的 构造 


利用 多 分 辩 率 分 析 构造 正 交 小 波 , 具有 统一 的 理论 框架 和 可 行 的 计算 方 
法 ,下面 我 们 先 讨 论 如 何 选取 尺度 函数 才能 构造 出 一 个 多 分 辩 率 分 析 ， 然后 
列举 几 个 典型 例子 说 明 构 造 正 交 小波 的 具体 算法 . 


3.3.1 从 尺度 函数 到 多 分 辩 率 分 析 
我 们 知道 ， 多 分 辩 率 分 析 是 由 尺度 函数 生成 的 , 那么 如 何 选取 尺度 函数 
呢 ? 下 面 我 们 就 来 讨论 这 一 问题 . 
设 p(t) E LR), 其 二 进 伸缩 与 整数 平移 张 成 的 子 空间 列 记 为 
V 


J 


span(22 g(2t—k), REZ), FEZ. (3. 44) 


定理 3.9 RGD ELR 是 一 个 具有 紧 支 集 的 连续 函数 ， 且 满足 正 交 性 条 件 
| pa- GE=D dt = dy, VELEZ, (3.45) 
则 由 9(b 生成 的 子 空间 列 (3. 44) 满足 隔离 性 条 件 ， 即 QV = (0). 
J 


证 VAG) E Vo 因为 {g(t 一 k),&k E Z) Æ Vo 的 标准 正 交 基 ,所 以 
AD = D apt k), 
kEZ 
HP a = (f@,e@—k)). 注意 到 
FOD = SFC) eC kpt — k) 
REZ 
= (fC), et—k)gl-—k))s 
REZ 
利用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 可 得 
FOIS Ile] DIO 
kEZ 


1 
2 


= 1 Dlg ae |?)*. 
€ 
因为 pO 具有 紧 支 集 , 所 以 上 述 和 式 中 仅 有 有 限 项 , 故 存在 常数 C > 0, 使 得 
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max| f(t) I<Clfle, VSM E Vo. 
现任 取 f(t) E D, V 则 Yj €E Z“, AJO EV Z Vos 从 而 
J 


ØD cl l = ZECI fle 
max| fc) |<C 22 I fla. 
4 j—~too, 则 由 上 式 可 知 , FO =0, 因此 Vi = 10}. i 


定理 3.10 Bet) ELR 是 一 个 具有 紧 支 集 的 连续 函数 并 且 满 足 正 交 性 
条 件 (3. 45) 式 以 及 标准 化 条 件 
十 co 
[eae =1， (3. 46) 


则 由 g(1) 生成 的 子 空 间 列 (3. 44) 满足 稠密 性 条 件 ， Vi = L’ (R). 
JEL 


证 BME: 当 7 一 十 ce 时 , Vj > L*(R). ARH LORO BV; 的 正 交 投 
影 算 子 已 : 
P/fO = X figa gn» YIO ELR. 
REZ 


RURE PSO > f@) G+), 而 这 又 只 需 证 
jim Vif le = (fle. (3. 47) 
整个 证 明 过 程 分 三 步 实现 . 
第 一 步 , 证 明 (3. 47) 式 对 任意 形 如 下 式 的 特征 函数 成 立 : 
1, ax<rt<hb, 
«o = 10 其 他 ， 
其 中 a,b 为 任意 常数 , Ha<ob. 
根据 逼近 算 子 P; He, 有 
Putt) = D (| ga dr)p, (0, 


REZ 
因此 , 有 
2 b 2 
Pul = (Pap) = | fen ar] 
AGCZ “2 - 


2 


=D | peod 

kEZ 
当 j 充分 大 时 ， 上 式 右 端的 积分 区 间 [2ia 26) 的 长 度 远 远大 于 p) 的 支 集 
[一 A,A] 的 长 度 , 并 且 上 述 和 式 中 的 积分 可 以 分 成 三 类 : 一 是 g(1 一 k) 的 支 
集 位 于 积分 区 间 之 外 , 因而 积分 为 零 ; 二 是 g(t 一 k) 的 支 集 包 含 积分 区 间 的 
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端点 , 这 一 部 分 个 数 较 少 ,不 超过 4A; 三 是 g(t 一 的 支 集 位 于 积分 区 间 之 
内 ,这 类 积分 大 约 有 2(6 一 a) A MR pode = 1, 所 以 
|Pal? = 272 (6—a) +O) = Jul} +O”). 
因此 ，(3. 47) 式 对 任意 特征 函数 wo) 成 立 . 
第 二 步 , 证 明 (3. 47) 式 对 任意 形 如 下 式 的 阶梯 西数 成 立 ， 


g(t) = dau, kt), 
. REZ 
其 中 a, ER, 并 且 只 有 有 限 个 a, 天 0， 而 ux (t) 是 任意 特征 函数 . 
事实 上 , 因为 
iP;g — glz = | Dyan Pjur =u )|, 


<3 |a,| [Pjur — wal;, 
且 当 j -十 ce bt, || Pjur 一 mla 0. 所 以 | Pig — gl, 一 0. 注意 到 P; 是 正 
交 投 影 算 子 , AMA 
lel? =I Peli +IP; ~ glz 
于 是 有 lim | Piel, = lel. 
j= 
第 三 步 , 证 明 (3. 47) 式 对 任意 SO € LR 成 立 . 
由 于 任意 AD E LCR) 都 可 以 用 一 个 阶梯 函数 逼近 , 所 以 Ve > 0, 可 选取 


一 个 阶梯 函数 g(z), 使 得 | /一 gj 一 = 而 正 交 投 影 算 子 不 增加 范 数 ,， 故 有 


IP;(f— gl <4. 再 由 第 二 步 的 结论 ， %4 j 充分 大 时 ， 有 | Pjg 一 gl <4. 
于 是 有 
I-P; fl =I f-g+Ce- Py +P le-Ale 
< If—gl:+lg—Pzgl +IP; Alz 


<E E E =e 


这 就 证 得 : 当 ) -> 十 co 时 ,Vi -> LR). | 


定理 3. 11 Het) EL?(R) 是 一 个 具有 紧 支 集 的 连续 函数 ,其 Fourier 变换 
plw) 满足 : 
CL) Go) #0, 且 人 0) 一 1 
CI) > | Plo + 2ko |? = 1; 
AEZ 
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aD 222 是 3x 周期 平方 可 积 函 才 
ghw 
则 由 g(t) 生成 的 闭 子 空间 列 (3. 44) 构成 L2(R) 的 一 个 OMRA. 


证 ”我 们 逐一 证 明定 义 3. 2 中 的 5 条 性 质 成 立 . 


O BAABEV, CV, 即 可 . 4 Hw) = ra , We ARE CID 可 知 ， 


H(w) 是 2x 周期 平方 可 积 函 数 , 故 可 展开 为 Fourier 级 数 
Hw) = Dei ， 
kEZ 


因此 , 有 (20) =F D G o), 亦 妈 
REZ 


人 l ik ~ 
gw) = ace *26($), 
作 Fourier H&H, BI 
g(t) = apih. 


由 于 {2 pl2t—k), k © Z) 是 子 空间 Vi 的 标准 正 交 基 , 所 以 p(t) EV. 这 
就 证 得 Vo CV). 

(2) 显然 有 SO EV; SOD EVin, VREZ 

(3) 由 定理 2.6 可 知 , RED 等 价 于 正 交 性 条 件 (3. 45) 式 , 所 以 由 定 
理 3.9 知 ， QV = {0}. 

(4) 定理 3.10 已 证 . 

(5) aie 及 定理 2.6 即 知 {p(: 一 所 ,上 E Z) BV, 的 标准 正 交 基 . 

因此 ，{Vij) jez HR LCRO 的 一 个 OMRA. | 

aa 的 是 ， 定理 3. 11 PARE PAR p(z) 具有 紧 支 集 并 且 连 续 ” 并 
不 是 必要 的 ， 改 为 较 弱 的 条 件 “p(z 的 Fourier 变换 $(w) 连续 有 界 ”， 结 论 仍 
成 立 ， 其 证 明 需 要 用 到 Lebesgue 控制 收敛 定理 等 实 分 析 工 具 , 读者 可 参阅 文 
献 [198] 第 29 ~ 34 HR. 


3.3.2 几 个 典型 的 正 交 小 波 


迄今 关于 多 分 辨 率 分 析 已 经 建立 起 了 一 系列 重要 理论 , RHIC 
了 斥 度 函数 与 小 波 函 数 的 重要 特性 及 其 相互 之 间 的 关系 ,也 为 我 们 提供 了 一 
个 切实 可 行 的 构造 正 交 小 波 的 方法 . 归纳 起 来 ,大致 有 以 下 几 个 主要 步骤 ， 
(1) 选取 尺度 函数 o), 使 {q(t 一 k), k E Z) 是 一 个 标准 正 交 系 . 
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则 


(2) 求 出 双 尺 度 系数 列 (hs)iez. RN. 可 利用 的 公式 有 : 
D 双 尺 度 方程 时 域 表示 式 p(t) = S)ryp(2t—k); 


REZ 


@， 双 尺度 方程 频 域 表示 式 $20) = Hw) Go); 
© 低 通 滤波 器 HCw) = t Drei, 
kEZ 


(3) FRED DUR BER Bhp rez 及 (3. 38) 式 即 可 构造 出 正 交 小 波 
got) = DC Dt hy yp (tk). 


REZ 
$3.1 Haar 小 波 这 里 , 取 
l, Oxt<l, 
(2) = = 
PO = tron to. 其 他 ， 


sin y p 
(1) $(w) = e'2, 600) =1, |G) |<1. 
. 2 
(2) 利用 第 二 章 的 恒等式 (2. 28), 有 
2 
>) 1G +2kx) |? = [sing] Z — 1 


fet fen (#4 bx) 


入 ` si w , 
(3) Hlo) = = sina || = Ze] _ 1 sinw i$ 
Pw w w 


w. 
2 2 


=4q +e), 


显然 , Hwt 2x) = Hw). 故 plz) 满足 定理 3. 11 中 的 条 件 . 


根据 Hw) 的 定义 (3. 22) R, ARERR he hrez: 
ho =1, hi=l, h=0k0,l,kE€ED. 


由 此 得 双 尺 度 方程 


gt) = pt) + p21t— 1). 


利用 公式 (3. 38) 即 得 正 交 小 波 


Pt) = pi ~ p21) = 4 _ 1], 
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这 就 是 我 们 在 第 二 章 已 讨论 过 的 Haar 小 波 AC). 
例 3.2 Shannon 小 波 这里, Rot) = sin snm, 易 知 


l, vem. 


lw) = XCo,1] (1) = 人 其 他 . 


显然 ， 


GO 一 1，18(o)| 委 1，21p8(o 十 2kzx)|12 =1, 
REL 


as 的 2x 周期 性 即 定理 3. 11 HRED 不 成 立 . 
下 面 , 我 们 利用 Shannon 取样 定理 来 确定 双 尺 度 系数 . 由 
pt) = Yi hyp 2e—b) = DofE )g— 
REZ kEZ 


. kx 
5 sin“ Cop 
= t— 
kr 
2 
—1)4 7 
= ¢(2t) te 2 p(2t— 2k — 1), (3. 48) 
可 知 
ho = l, 
hop =0 Ck Æ 0), 
he, = 2O Dt 
2k-+1 Ok Dx 
相应 的 正 交 小 波 为 
bt) = >) DEF ye Qt—k) 
kEZ 


一 一 hog(2t 一 1) 十 Do hamgtt 2k) 


=~ g(2t—1) + > era (3. 49) 


为 了 求 得 (3. 49) 中 的 和 式 , 将 (3. 48) 式 中 的 + 取 为 一方 ， 得 


o(t—+)= e(2t~ D+ > BT 92 2 2), 
1 二 一 (十 1), 则 上 式 为 


1 2(— 1)! 
t (21— 1) (2t+ 22), 
?人 (一 三 六 9 > FIn 
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{ŁA G. 49) 式 , 得 
1 


Bt) = g(t) 22-1) 


1 , 1 
s t— > )— sin 2r|t— 5 
oe z) 1 *( z) (3, 50) 
(1) 
函数 (3. 50) 称 为 Shannon 小 波 . oC) AYO 的 图 形 分 别 见 图 3-4 (a) 和 图 3-4 
(b). 


0.75 
0.8 v(t) 0.5 yt) 
0.6 0.25 
0 
0 一 0.25 
一 0.5 
0 一 0.75 
一 0.2 l — 
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10 
(a) (b) 
图 3-4 


显然 ,Shannon 小 波 是 无 限 次 可 微 的 , 因而 其 光滑 性 比 Haar 小 波 要 优越 
得 多 . 但 Shannon 小 波 不 仅 非 支 集 紧 , 而 且 当 || 一 se 时 , 趋 于 零 的 速度 仅 


为 (二)， 即 局 部 性 很 差 , 将 函数 用 Shannon 小 波 基 展开 时 ,每 一 项 都 不 


| ¢ | 
能 很 好 地 反映 该 函数 的 局 部 性 质 , Be Shannon 小 波 用 处 也 不 大 . 我 们 希望 构 
作 的 正 交 小 波 基 , 不 仅 要 充分 光滑 , 而且 有 和 较 好 的 局 部 性 ( 支 集 紧 或 以 较 快 
的 速度 衰减 到 零 ). 

例 3.3 Franklin 小 波 我们 知道 ，Haar 小 波 的 缺陷 是 不 连续 . 利用 作 
卷 积 的 方法 可 以 使 之 光滑 化 ,因为 卷 积 运算 经 Fourier 变换 变 为 简单 的 乘法 
运算 ， 所 以 用 这 种 方法 容易 求 得 光滑 化 的 函数 的 Fourier 变换 . 令 

l, O<¢<l, 
Ny, G) = Xfo © -全 其 他 ， 


00 
N,(t) = N, *N, tt) = [=n GON, (t— u)du 


t, O<[<t<l, 
1 
-veo 1< 一 2， 
0， 其 他 ， 


十 co 
N,(t) = N; x Ni CD = [= ™ GDN: (t— u) du 
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te, 0 过 it<l1, 
3 3 \? 
1 ~—(t- >], 1<t<2, 
= [ NG—wdu=14 (2) 
B=D, 2<1<3, 
0, 其 他 ， 


sey 


1 t 
N CD = Npa *N, (2) = [Noes (t—u)du = E N, (u)du, 


易 知 ， 函数 N (O) 连续 , 但 导数 不 连续 ; Na O 的 一 阶 导数 连续 , 但 二 阶 
导数 不 连续 ; 一 般 地 , 可 用 归纳 法 证 明 : NaO 具有 mx 一 2 阶 连续 导数 , 但 其 
m 一 1 阶 导数 不 连续 . 

可 见 , 随 着 m 增 大 , 相应 的 N,, (2) 就 愈 来 愈 光滑 ， 因 此 可 以 根据 具体 的 
需要 来 选择 适当 的 m. 当然 , 随 着 m K, Na (2) 的 窗口 宽度 也 随 之 增加 ， 
因而 其 局 部 性 变 差 ,如 图 3-5 所 示 . 这 是 N,, (2) 的 弱点 . 


图 3-5 


TE, Um = 2 为 例 来 说 明 由 ON,, O 构造 正 交 小 波 的 方法 . 对 于 一 般 的 


m, 处 理 方法 完全 类 似 , 详 见 本 章 3. 5 节 . 
若 直接 取 gt) = N;(z), 则 有 双 尺 度 方 程 


ptt) = Poet) +92) HE), 

但 定理 3.11 中 的 条 件 ( 工 ) 不 成 立 . 这 是 因为 由 
人 十 cc iw _ 1 ie 加 ]— e” 
NCw) = 人” Ni (De a= etd: = Le, 


Now) = N x * Ni(w) = [Ñ (@) ? 


= (=Y = miw (sing 学) ， 


lw 
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可 得 
sin (多 十 kx) 
Blo) = >) | No (w+ kn) |? = > eo 
kEZ REZ z tkr 


~ (sin 3) D (grin) (利用 恒等式 (2. 29)) 


= (ag |- 


sin sin 
2 2 


一 1 2 un X 
1 3 sin sl. 


因此 ,还 需 将 Ñ) 规范 化 , > 


再 由 Fourier 逆 变 换 即 可 求 得 相应 的 p(2). 
显然 ,， $lw) 满足 定理 3. 11 中 的 条 件 : 


(1) Glw) 连续 有 界 ，| $Cw) |<V3, PO = 1; 
(2) >) | G+ 2kn) |? =l; 
REZ 


(3) Hw) = 222 = gin Lt cosw /2 十 cosw a or wasp aya BR 
pw) 2 1+ 2cos? w 


因此 , 子 空间 列 {V; jez Pan LORO 的 一 个 OMRA. 
利用 (3. 39) R, 得 


jew) =6(3)9(8)—e HS +) @(4) 


1+ 2 sin? T 


4 
FHE Fourier AEH RI T FF IE SCD YC). 这 就 是 著名 的 Franklin 小 波 . 

必须 指出 ， 一 般 情 形 下 这 个 Fourier 逆 变换 很 难 用 解析 式 子 来 表示 , 通常 
只 能 用 数值 计算 方法 得 到 oO) 的 近似 . 


w” 4 (1—4 sin? 4) (3—8 sin’ 4 2 + 8 sin‘ val 
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3.4 尺度 函数 的 构造 


正如 我 们 已 经 知道 的 , 利用 多 分 辩 率 分 析 方 法 构造 正 交 小 波 的 关键 是 尺 
ERAR WE. 我 们 再 来 讨论 尺度 函数 的 构造 .下面 的 定理 给 出 了 一 个 具有 
紧 支 集 的 函数 应 满足 哪些 条 件 才 能 被 取 作 尺度 函数 的 频谱 po. 这 些 条 件 
都 与 Go) 的 支 集 有 关 ， 也 比较 容易 检验 ， 有 助 于 构造 尺度 函数 ， 


定理 3. 12 GRE BK G(w) 连续 , Hsuppe=[a.b], 则 人 BCw) 满足 下 列 条 件 : 
C1) Pw) = Hw) gw), HP Hw) 是 2x 周期 函数 ; 
CH) Sl GW + 22kw) 2 =] 
AEZ 
的 充分 必要 条 件 是 : 
(D a<0, b>0; 


(2) an <b~a< Žr, 2 —a<?2r, b— 2 < 2r; 


(3) 令 c 一 0 一 4 一 2r， 则 当 wE [a 十 c,6 一 dj] 时, [8w] l; 
(4) 当 w E [anat], |6@)|?+|G@t2n) |? =1. 


WE ” 先 证 必要 性 . 将 证 明 过 程 分 为 5 个 主要 步骤 , 依次 证 明 : 

(A) axo, 620; 

(B) b-—a>2nx; 

(© b—a< Sn, Sa < 2r, b= <21; 

(D) a0, bÆ0; 

(E) 当 w € late,b—cl a, |l? =1; 而 当 w€ [aya 十 中 时 ， 
| Sw) |? + | Ga + 2x) |? =], 

下 面 我 们 依次 证 明 这 5 个 结论 . 

D 证 明 结 论 (A). 用 反 证 法 . 假设 a >. 则 可 取 e 之 0, 使 


$ te<a <at2e<b, 
EH suppô = [a,b], 所 以 Bla 十 2e) #0, HG(F +e) = 0. 另 一 方面 , 根 


据 条 件 ( 工 ) 得 
pla + 2e) = 8(2(4 +e))= A(S +e)o($ +e)= 0. 
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此 与 lat 2) A0 FS, 所 以 a <0. 同 理 可 证 0 之 0. 
© 证 明 结 论 (B). 用 反 证 法 . #b—a< 2r， 则 存在 wo » 使 Ve € Z; 有 
Pla + 2kx) = 0 (图 3-6). 这 就 与 条 件 ( 工 ) 矛盾 . 


人 0 一 2 aa b wot2r a 
图 3-6 

4 b—a= 2x, 则 当 wE (a,b) 时 ， Vk EZ, Hk £0, 有 w 士 2&r FE 

supp$. 这 时 , 由 条 件 ( 工 ) 得 
| elo) |? = > llw t 2kr)|? = 1. 
hEZ 

显然 与 ow) 的 连续 性 矛盾 . 所 以 5 一 a > 2x. 

© 证 明 结论 (C). 当 w € (aS)U (4.5) at, 20<a R 20>, 因此 

Pw) =0， Glw) #0. 

由 条 件 ( 工 ) 可 知 必 有 HCw) = 0, 因此 supp c [3,2]. 又 因为 Hw) 是 


2+ 周 期 函数 , 故 当 wE (a+ 2x, $+ 2x) U (多 十 2x,8 十 2x) 时 ,也 有 HCw) 


=0, 所 以 应 有 a 十 2x 之 多 , BIS —a <n. 同 理 可 得 6 一 全 < 2x, 把 这 两 


式 相 加 可 得 4. 已 一 Sa < 4r, Mb-ac 3 


© 证 明 结论 (D). 注意 到 已 证 明 的 结论 (B) ACC), BRA 
aX0, 640. 

© 证 明 结论 (E). 因为 we [ate.d—c], 所 以 YkE Z, ROM, 

wt 2kx É [a,b], 因而 $lw 十 2kx) = 0. hR) 知 
| Pw) |? = 25! Get 2km |? =]. 
AH, 当 w € [aya 十 中 时 ， ERAO, Nj wt 2kn ¢ [a,b]. 所 以 
| G(w) |? + [Elw t 2x) |? => (Elot 2ko] =l. 

综 上 所 证 , HCA), (D) 即 知 (1) 成 立 ,由 (B), CC) 可 推 知 (2), 由 (E) 可 
推 知 (3),(4). 必要 性 得 证 . 

再 证 充分 性 . 

注意 到 条 件 (2) ,函数 $ 的 支撑 区 间 的 长 度 6 -a< Se, MUAR 


> )|1g(o 十 了 zx)|12 中 至 多 有 两 项 非 零 . 故 由 (3) 和 (4) BITC ID) 成 立 . 
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现在 需要 证 明 的 是 , 存在 一 个 满足 条 件 ( 工 ) HAA HO). 事实 上 , 只 
需 证 当 w E [a,b] Bt, $6(2w) = Hw) GW) Bp ay. 
为 此 , & Hw) = |GQw)|. 分 为 两 种 情形 : 


Howe [arS)U (如 ,5] 时 , 由 于 2 € [a,b], A Gu) = 0, 所 以 
Pw) = Hw) Glo) 当然 成 立 . 

ww a b b 一 QQ 

当 wE [goy E gasab S 易 知 


_ a a a 
ac 一 5 一 2 一 全 十 (2 一 全 2z) <$. 
— b —b b 
0 一 c 一 4 十 2x = at (a 十 2x Ss. 


可 见 ，| 号, 二 |S ateb] 故 由 条 件 (3) 可 知 | Glo) =l 于 是 , 也 有 
Pw) = Hlw) gw). 


因此 ， 当 we [a,b] 时 ， Pw) = Hw) Elw). || 
$13.4 Meyer ik 这 里 , 取 
1, lols, 
A x p/3lol 2x ån 
es golf —1)), Bc ect, 
0; lol > =, 
其 中 A(t) 是 满足 条 件 : 
0, #0, 
D 0a) = 
(1) ae) g >l; 


(2) a +éd-nH=1 CO<t< 1) 
的 任 一 光滑 函数 .Daubechies 给 出 的 这 样 一 个 函数 是 
A(t) = tt (35 — 84t +70 一 208) CO<t<)). 
容易 验证 , $Cw) 满足 定理 3. 12 的 条 件 (1) ~ (4), H Fourier HER g(t) 
是 一 个 尺度 函数 , 利用 (3. 37) 式 , 可 得 正 交 小 波 (oO) 的 频谱 是 


Hton(gol@lel—a)), leis 
dw) = eFeos(Zo(Sel—1)), 4 <lol<%, 


0, lol & [经 ， ĉr], 


SA 
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对 p(w) 作 Fourier HERRY yz). 
Meyer 小 波 不 是 紧 支 撑 的 , 但 衰减 得 很 快 : 对 任 一 正 整数 A, ME 
C, > 0, 使 


_ Ce _ 
OIS TFA 


A yk2) 无 限 可 微 , 具有 很 好 的 光滑 性 (参见 文献 [49]). 
根据 定理 3. 12， 可 以 得 出 一 个 构造 频谱 有 限 的 尺度 函数 的 一 般 性 方法 ， 
分 为 以 下 几 个 主要 步骤 : 
第 一 步 ， 选 定 asb, 满足 条 件 a< 0,6>0, H 
an<b—a<tn, %-a<2n, b— 


通常 取 La, b] 为 对 称 区 间 . 


b a 
5 2 S Ên 

第 二 步 , $c=b—a—2r, 构造 钟 形 函 
Rhu), WE hu) Z0, A(—u) = hlu), 


h(au) 


supph CC -ih 
且 | hadu 一 2 如 图 3-7 所 示 . hlu) 


的 光滑 程度 可 根据 实际 情况 确定 .$Cw) 的 
光滑 程度 取决 于 AC) 的 光滑 程度 ， 所 以 这 
一 步 很 重要 . 


第 三 步 , HOD =|" hudu, 如 图 3-8 (a) 所 示 . BROH) 


= BMt<— > AY, (4) = 0, H t>- it, act) =F 


FE s(t) = singl), c(t) = cos A(z), 如 图 3-8 (b) 所 示 . 易 证 sa) = 
c(— t), H 
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最 后 令 Go) = s(ø—a— )e(w-b+-7), 如 图 3-9 所 示 , 这 样 的 
Dlo) 满足 定理 3. 12 的 条 件 (1) ~ (4). 


图 3-9 


第 四 步 , 对 ow) 作 Fourier HER, AVAL BR BE PRR ole). 
当然 , 也 可 以 直接 由 O(w) 来 求 出 小 波 y(z) 的 频谱 函数 
jw) __ ei? lwt maL), 
| alg +r) 

由 于 Glo) 有 紧 支 集 , po) 也 有 紧 支 集 ， 由 此 构造 出 来 的 正 交 小 波 YO 是 
频谱 有 限 的 , 且 y(t) 趋 于 零 的 速度 可 由 钟 形 函 数 的 光滑 程度 来 控制 . 因此 ， 
在 整个 构造 过 程 中 钟 形 函 数 是 关键 . 

例 3.5 取 一 a 一 0 一 iam c=b-a—2xr==, 以 及 


6 
ox x 
hw) i 12u+3, ~R<uc&, 
0, 其 他 . 
显然 , 有 
0, t& 5, 
a2) = | Konan] 12 
— =z, t> = 
2， tip 


wy o T Tik 
x 1 SUS pih 有 
Ot) = f h(u)du = | x (3 cos 12u + 3)du 
一 CO 一 1 


1 
4 


sin 12e+3e+7 
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gw) = sin®w +x) cos@w— x). 
最 后 , 对 Geo) 作 Fourier 逆 变换 求 山 oC). 由 于 elo 的 二 阶 导数 连续 ， 
三 阶 导 数 存在 且 有 界 , 故 作 三 次 分 部 积分 后 , 得 


1 六、 ig La 
g(t) = a-| awe dw = |" 6 (w) coswt dw 
1 fo w . 1 1 
= +o Cw) sinwt 。 gw = o(=). 
钟 形 函 数 hu) 的 选取 一 般 是 从 一 个 具有 紧 文集 的 奇 函数 ho (0) 出 发 , 经 
过 积分 得 到 . it suppho = [a,b], WA Alu) = hoa, TO Au) 的 光滑 性 
HE ho lz) 的 光滑 性 高 一 阶 . 如 例 3.5, 可 先 取 
— ; TT x 
ho) -4 36sin12 — 5 [tiS 
0, 其 他 . 
HS ha) = F hode 函数 ho (2) Mh 的 图 形 分 别 如 图 3-10 (a) 和 图 
12 
3-10 (b) 所 示 . 


ry 


3-10 


又 如 , 取 定 a 一 一 Sn, b= $r, 可 取 ho (O 为 分 段 线性 函数 


2 
— TEs 一 2 Ks 
ho lt) = 3 3 
4 2 
t zh 3x 安 上 天 3m 
0, 其 他 . 
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hlu) =|" 4 ho (t) dt 
-$x 
la 4 2,2 _ 4 eo 
gt tant ons zT StS z 
42_ 1a —2 2 
gT t, art Ty 


0, 其 他 . 
函数 ho (1) A ACu) 的 图 形 分 别 如 图 3-11 (a) 和 图 3-11 (b) 所 示 . 


ho(t) h(u) 


图 3-11 


需要 指出 , 用 这 种 方法 构造 频谱 有 限 的 尺度 函数 的 困难 之 处 就 在 于 求 
Fourier 道 变 换 . 

我 们 也 可 以 从 频谱 有 限 函 数 的 取样 定理 出 发 来 构造 尺度 函数 . 下 面 通过 
一 个 例子 来 说 明 其 构造 方法 . 


例 3.6 Bo TE, f(D EB, 即 当 |o|> Fe At, Po) = 0 取样 间 


x _10 = ` 一 工人。 一 A 
iA < 9， 现 取信 1, 记 B Ao io 先 令 


2 3 — — 3 
spe tet ’ o 2Baw< o 9B 
_jJwo_ 2 3 _ 3 _  _ £f 
1+ wtotpity, ~o- <a. 
38° 2 


尺度 函数 的 构造 EE 一 一 一 


Glw), —o— 2P Iwo, 
a 1, —o [wos 
pw) = 

G(— w), ow 人 go 二 2p, 

0, 其 他 . 


AR Cw) 的 图 形 如 图 3-12 所 示 . 


po) 


ootfpat2p ©% 


图 3-12 


这 里 ， 如 此 选取 函数 C(w) 是 为 了 使 $Cw) 保持 一 定 的 光滑 性 ， 以 及 
18(o)|12 十 [16(o 十 2r)12 一 1. 
最 后 , 对 Cw) 作 Fourier 逆 变 换 即 得 尺度 函数 


ptt) 一 到 Gwe du 


32 000 sin2 Tot * sin 20t 。 sin xt 
x’ i4 
这 个 尺度 函数 同时 也 是 取样 定理 中 的 一 个 基 渗 数 . 
下 面 我 们 来 验证 定理 3. 12 的 条 件 成 立 . 


一 9 一 y 
HA o= jp PT 76 所 以 


suppG(o) = [一 c 一 28,c 十 28] = [460 | 


、 — lix = Ura , 
(1) 这 里 ， a = 10 <0, b 10 >00; 


— 2r 8 bb _, a _ 33n . 
(2) 2n<ib a= am a=b 5 20 es 


pe oe ee T _ q [9r 9r 
(3) c=b—a—?r = $, [a+ cb J= 1 这 | 显然 , 有 


l\@@)|=1, w€ latec.b—c]; 
(4) wE [aa 十 c] 时 ， 
|w) |? + | Elw + 2n) |? = 1. 
因此 ,所 构造 的 函数 $Cw) 满足 定理 3. 12 的 (1) ~ (4) 条 件 . 
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如 果 用 光滑 性 与 局 部 性 都 更 好 的 速 降 函数 


jw -| , lol<p 
0, | w |> $, 
KREG) 这 里 cs 是 使 | Tw) de = 1 的 常数 , 则 可 以 得 到 性 质 更 好 的 尺 
EAE (1) 一 LSID 严 ， 这 里 了 (2) 是 了 (w) 的 Fourier BABE, 但 这 个 函数 
PO 的 解析 式 难以 得 到 (参见 文献 [181]). 


3.5 EXHAR Dk 


正 交 样 条 小 波 又 称 Battle-Lemarié 小 波 族 . 本 节 我 们 从 B- 样 条 函数 出 
发 , 利用 正 交 多 尺度 分 析 的 构造 理论 给 出 相应 的 B- 样 条 正 交 小 波 . 首先 , 我 
们 介绍 B- 样 条 函数 的 定义 和 性 质 . 


3.5.1 样 条 函数 及 其 性 质 


样 条 函数 具有 许多 良好 的 性 质 ,因而 有 着 广泛 的 实际 应 用 . 为 便于 介绍 
B- 样 条 函数 的 定义 及 其 有 关 性 质 , 下 面 先 引进 差分 算 子 与 半截 单项 式 的 概 


cp 


定义 3.5 设 m 为 自然 数 , AR f(z) 的 差分 算 子 v 定义 为 
V{i@ = fo fali), 
Zf = 77" fE), (3. 51) 
分 别称 为 SO 的 一 阶 差 分 和 m 阶 差分 . 
容易 验证 : MER ARM m, 有 


d) ESO € Pita, MV” 一 0; (3. 52) 
(2) vf) = > (一 1 ae; (3. 53) 
k=0 


(3) ”差分 算 子 7 的 Leibnitz Ax 


7" (fg) @) = 5; 网 (WAC *g)(t—k), (3. 54) 
k=0 
m) m! 
其 中 "|= klm k) U 


定义 3.6 ”对 于 自然 数 m, 我 们 定义 m 次 半截 单项 式 为 
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t”, t2>0, 
anf" <0. (3. 55) 
此 外 , 我们 规定 : 当 m = 0 时， 
4 人 t>0, 
0, t<0 
显然 , 半截 单项 式 有 如 下 性 质 : 
(1) (Y =m; 
(2) aY = 22. 
定义 3.7 设 m 为 自然 数 , 则 nm 阶 B- 样 条 定义 为 
Na (t) = Gp Ve (3. 56) 
根据 差分 算 子 的 性 质 (3. 53) 式 , 易 知 
N,,(t) = wD K G-H, (3.57) 


BR, Vn € Z, NaO) 在 区 间 [n,n 十 1] 上 是 一 个 m 一 1 次 多 项 式 . 经 
过 简单 计算 ， 可 得 Ni (t) No Ct) ,Ns (t) 的 表达 式 分 别 如 下 : 


l, 0<t<l, 
Nico =d 5 
! 0， 其 他 ， 


ty Oox<t<il, 
N: (t) ps 1<0<2, 


0, 其 他 ， 

+e, 0<t<l, 

3 3.5 

= — (t— >) 9 1 过 zt 2， 
NG) =< 4 2 Sts 

ta-o, 2<1<3, 

0, 其 他 . 


这 与 本 章 例 3. 3 的 计算 结果 一 致 . 事实 上 , 我 们 有 如 下 定理 . 


定理 3.13 当 m 之 2 时 , m 阶 B- HEN, A) 具有 卷 积 表示 式 : 
Noy (D = (Na * NDO = [Nya GDN (wd du 


= | Nna Ct — wd (3. 58) 
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证 由 B- 样 条 NN,,(z) 的 定义 (3. 56) 式 可 知 


— l ml ,m—2 
Nga) = ay e, 
故 
1 — — 1 m1 1 — m—2 
[ Nma @—wdu = yY [P wr du 


DOl m/ga DP 
= m23“ G= m— 1 ) 


= gop = Nn CE). i 
顺便 指出 ， 有 的 文献 就 是 用 (3. 58) 式 作为 B- 样 条 N,,(z) 的 定义 的 . 


定理 3.14 m 阶 B- 样 条 NN,,(t) 具有 下 述 性 质 : 
a) 对 于 GD € C(R), 有 
十 co 1 1 
[= ren, Code = oc e+ tm) dt, ---di,,. 
(2) Ni) = VN) = Ny) — Ne (t—- 1), mS 2. 
(3) supp N,, (4) = [0.m]. 
(4) N,(t) >0, VEE (0,m). 


mn , 
6) [NWa=1 (3, 59) 
(6) SIN, (¢-k) =1,Vt ER. (3. 60) 
REZ 
(7) Na 具有 关于 其 支 集中 心 的 对 称 性 ， 即 
m m 
Nn(Fte)=Na(Gr-e}, VEER (3. 61) 
(8) Ñn (o) =| Na ede = (=y. (3, 62) 
一 co l@ 
(9) ARAR: 
N,,(t) 一 一 上 NGD 十 于 一 上 NG 一 1)， (3. 63) 
m— 1 m— 1 


证 下 面 的 证 明 大 都 对 阶 数 m 作 数 学 归纳 法 . 
(D 当 m 二 1 时 结论 显然 成 立 . 今 假设 结论 对 m 一 1 成立 , 则 对 m 有 


[Ere (| Nm- (t — u) du) de 
= | (| rN (tC— w) dt) dex 
一 f 

0 


(| feud Nya (de) du 


xl ty 
1fl 1 
= RE “| fon 十 we + ll + u) dt, eedt p] du 


1fl 1 
= PPP fe tort ta tty dts dtp dn: 
(2) 4mD>2h, 对 (3. 58) 式 两 端 求 导 , 得 
NaO = [Nop a ew) du = Nat) — Nya t= 1D 
= J Nm CE). 
(3) 根据 Na 的 定义 (3. 56) st, BR, Yt ma, 


Nn Ct) = v”) = 0; 


_ 1 _. 
(m~—1)! 
当 上 <0 时 ，N。(GD = 0. HK supp Np E) = [0m]. 
(4) 4Sm=—1h, 显然 
N@>0, Wee (0,1). 

FUN F mS 2, 有 

Nmt) >0, VtE€E (,m—1), 
则 Vt € (0,m), (3.58) 式 , 有 


] t 
N,,(t) = | Ns (t—u)du =Í" Nma Cudu 


=(P + TE Nai du. 


对 于 上 式 右 端的 3 个 积分 , 第 1 个 和 第 3 个 显然 非 负 , 第 2 个 可 由 归纳 假设 推 
WATS, BUN, >O. 
(5) 在 已 证 得 的 性 质 (1) 中 取 f(t) = 1 即 得 


十 co 
[NWa=1. 
O 4m=1h, BRAD Nak) =l, YVER “m2, 由 
kEZ 
Nn) 的 定义 (3. 58) RA 
X Na (t—k) = D f Nma Ck udu 
hex 0 


REZ 
= DS N (t — wdu 
kez É 
co 
= [Nya (ew) du 
oo 
= E Nm (udu = 1. 


(7) Hm=, 显然 有 Ni (5+) =N (F MNO 以 :二 十 
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为 对 称 轴 . 假设 mr 一 1 时 结论 成 立 , 即 
一 一 1 
Nas (2G 44) = Neu ("HEH 


则 由 (3. 58) 式 并 利用 上 述 归 纳 假设 , 有 


Nn (3 +t) = | Nma (Z +t u) du 
= [Nora (#7 H(p tenn) de 
= | Nei (#7 (qemu) 
= 。 mi (zt Aw) )du 
= [ina (ee) 
Nu (3 >t) 
(8) 当 m 一 工时， 直接 求 N1 (4) 的 Fourier 变换 ， 得 
Ni (w) = 全 N, (Qe dt 一 fede dt = Loe 
一 co 0 lw 


? 


假设 结论 对 于 x 一 1 之 1 时 成 立 , 即 
=n 


Ry (oo) = (SS 


lw 


根据 定理 3. 13 以 及 卷 积 与 Fourier 变换 的 关系 , 得 
N, (w) = Nyy (w) Ny (w) = Aa) 


lw 


= (=) i 

(9) Batti S= te et? Bf) =t, g(t) = 1’, 代 人 差分 算 子 立 的 
Leibnitz 公式 (3. 54) 式 , PERA k Slat Vf) = 0, 得 
TF = g” Ga YD Se tem te 


= (m et — ort gt?) tment Dr? 


m-l 1 — ee 


lw 


=t et? (mpy DT. 


将 上 式 两 边 同 乘 以 二 一 1T， 并 利用 (3. 56) 式 ， 即 得 (3. 63) R. 


定理 3.1S meh B- HAN, @) 是 由 一 工 阶 正则 的 函数 . 
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证 由 于 N, 具有 有 限 支 集 [0,m]， 故 是 速 降 的 . 而 Na E 
C”2(R) 是 分 段 m 一 1 次 多 项 式 , NG? (DO ECO 是 分 段 线性 函数 ， 除 
有 限 个 点 外 处 处 可 徽 ，N (Co 为 具有 有 限 支 集 的 阶梯 函数 , 故 Nna O 是 
m 一 1 阶 正则 的 . | 


€3.16 EmA ARA, 令 
On (wo) = 24 | Nn Co + 2h x) |?, (3. 64) 
REZ 
则 OQ, (w) 具有 如 下 性 质 : 
(1) Anlo) 是 R 上 的 2x 周期 连续 函数 . 
(2) AERA, 汪 > 0, B,, >0, 使 得 VOER, 都 有 
Ain <n Cw) K By. (3. 65) 

(3) Ono) HAH SAX, 即 VOCR, BRT 


DQ Cw) = D N 2 Cm — nei 


= Nom(m) + 22) Nom(m—n) cos nw. (3. 66) 
1 


n= 


证 C) 由 样 条 函数 的 性 质 (3. 62) 式 , 得 


Ñn (wo) = (=y = ete 2) l 


lw 


于 是 有 


、 ， 2sin( $ +ka) om 
Qn (wo) = 2 Nin (wt 22 x) | 一 ole) 


B 2 sin 六 2m 
= (seas) 
由 此 可 见 , On w) 是 2x 周 期 函数 , 且 (3. 67) 式 中 的 无 穷 级 数 在 实 轴 上 的 任何 
闭 区 间 上 都 是 一 致 收敛 的 , 因此 所 定义 的 函数 0,,Cw) FER 上 是 连续 的 . 
(2) 因为 Anl 是 R 上 的 2x 周期 连续 函数 , 且 在 及 上 处 处 取 正 值 , 所 
以 存在 Am > 0, By > 0, 使 (3.65) È Vo € RR 成 立 . 
(3) 根据 已 证 得 的 性 质 (1) AA, Oml) 可 以 展开 成 Fourier RR: 


Qn (wo) = J Be, 


nEZ 


(3. 67) 


其 中 的 Fourier 系数 
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1 an inw 
Bu = pe] One de 


将 (3. 67) 式 代 人 上 式 , 得 


n 
1 他 ( 2sin > 


2m . 
Ba = oz Tt) ew dw 


0 EZ 


1 2(kH) x asin 5 2m _ 
=45| (—+) e ' dw 
on pee 2&x w 


2sin & 


= x|(- 2 \" —inw 
21) —o0 w en dw 


2sin & 2m 

-l Bem ( 2 ) ei du dey 

27J 一 w 
十 co rat + 
= H T Nam oi de 
= No,(m—n), 
注意 到 supp Nom = [0,2m], 所 以 
Anlo) = S Nom (m—n)ei = >， Nom(m —nyel™, i 
neZ n=—m 


3.5.2 样 条 多 分 辨 率 分 析 
考虑 由 B- 样 条 No 的 二 进 伸缩 与 整数 平移 生成 的 子 空间 


vr = Span(22N,,(2!t — k), REZ), jE, 
我 们 将 证 明 : {VT} ez 构成 L?(R) 的 一 个 GMRA, 称 之 为 样 条 多 分 辩 率 分 
Mi. 整个 证 明 分 为 4 个 部 分 , 即 下 面 的 定理 3. 17 ~ 定理 3. 20. 


定理 3.17 (N,,(t—k), k € Z) 构成 V8 的 Riesz Š. 
证 ”对 任意 n € N, 由 Parseval 恒等式 及 (3. 64) 式 ， 有 


| » Naal; 


[kin 


Sal Ae Nao 


_ ifr ~ikw | 2 1 六 2 
= Dg) an Duce | ol 
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一 去: D | a cee | IRn |? 
PIES 
a me hi ite 171 (w+ 2pm) |? dw 
|kl <n 

_ 1 Ee ik 

=; 中 2 |? DlA, (w+ 2pr) |? dw 
=} pie |? Nm (w) dw. 
T. lkl <a 


由 定理 3. 16 的 结论 C2) T 可 知 , 存在 常数 A,, > 0，B,, > 0, 使 得 
Am <On(@) < Bms YWER. 
于 是 ， Yn (< N, 有 
An D lal? <| E aNa t>o} < Bn D lal? 3.68) 
[kl<n LAES TIESI 
由 此 可 以 得 出 结论 : 
D VD E 和 ， 必 存在 唯一 的 {ce) E E, 使 
f(t) = DcNn tC— hk). 


kEZ 
这 是 因为 车 男 有 {cs) CL, 使 
f(t) = DAN, tk), 


kEZ 
此 时 令 ak 一 CR Cho» 则 必 有 


S) aNm(t— k) 一 0， 
kEZ 


从 而 


lim | P2 asN,(t— ||, = 


故 由 (3. 68) 式 可 得 >) larl? = 0. KV a, = 0, Mcphee VRE Z. 
REZ 
An >) lel? < [Saat Gpk < Bedi lel? 
REZ kEZ 


这 就 证 得 {NN,, (i 一 k&), k © Z} ‘eve ? 的 Riesz 基 . | | 


定理 3.18 HmABKK, fa) E CCR), H% ntok, 
SO 一半 /和 二 Z Nua (nt — k) 


REZ, 


在 及 上 一致 收 人 效 于 fC). Mat, SO) 在 R 上 也 平方 收敛 于 fC. 
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证 ”引进 连续 模 数 ，Y6 > 0, + 
w(6) = ,Sup FO? — flt) |. 
ty ER 
由 于 f(z) 在 R 上 一 致 连续 , KA 
limw(d) = 0. 
bor 
注意 到 样 条 NaO 的 性 质 (3. 60) sh, 有 
k m 
s,@) — | = £4 MN, (nt —b) — fe) 
1S, — fc | mG os) nt fa | 
<5 (EZ) £0 | Nu Gow = 2) 
Lol A| Np — k) | 
(en) S nt 
=ef) VEER 
因此 , 4n—>+oohf, Si(2) 在 R 上 一 致 收敛 于 f(2). 
下 面 再 证 : 当 ? -一 十 ce 时 ，9, (2) FAW fC. 
Bf) E COR) 的 支 集 包含 在 [一 KK,Kj 内 . 由 上 述 证 明 可 知 , 对 于 任 
给 es 二 0, 存在 常数 M> 0, 使 当 n 宇 MM 时 , 有 


S,@) — fi) |<——., VEER 
| fol vV 2K + 2m 


此 时 ， 有 
Is, = 1s, — fem tae= "|S, — so de 


E€ 


2 
) (2K + 2m) =e, 


< 2K + 2m 
从 而 
IS, 一/ <e. 
Mn+ oo hh}, S, O 平方 收敛 于 FO. | 


定理 3.19 UVP 在 L?(R) 中 稠密 , 即 U VP = L?(R). 
JEZ JEZ 


iE 任 取 f(t) € L?(R). W Ve>0, 根据 R 上 平方 可 积 函 数 的 定义 , 必 
存在 具有 有 限 支 集 的 可 测 函 数 
f@, teEl-M,M], 
BO = fo, 其 他 ， 
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使 | f 一 g|; 二 = Xt g(t) 应 用 Lusin 定理 , 必 存 在 ult) € CR), 使 
pit E Rig) Ku)} 
充分 小 ， 从 而 可 保证 |g — ulz < 访 : 根据 定理 3. 18, 存在 正 整数 N >> 0, 使 


当 n > NN 时 | Sx —ul, <5 于 是 有 


[Soe — Fle S Se — ulz + lu~ gl: +lge— fl: <e. 
所 以 fo) E U V7. 因此 U V7 = LR). E 
JEZ JEZ 


定理 3. 20 (VT) jez 构成 了 2(R) 的 一 个 GMRA, 而 Ni,(t) Sate RR 
Kk, RA m—1 阶 正则 性 . 


证 显然 Y 都 是 L?(R) 的 闭 子 空间 ( 因 /2 BASE). 下 面 只 需 逐 一 验 
证 GMRA 的 5 个 条 件 都 满足 . 
D CVD FEZ 


利用 (3. 62) R, 即 NY, (w) = A=)", 有 


lw 


Nna) = (5EY = (LEE) o 


对 上 式 求 Fourier 逆 变 换 , 得 
Na) =È Y) Jne, 


m—l 
ar k0 


LVS C VY, AMA V7 CVA, VI EZ 

(2) fO EVF S fOD E Vu. BR. 

(3) OVP = {0}. 

由 于 V7 中 只 含有 以 原点 为 结 点 的 分 段 m 一 1 次 多 项 式 ， 而 这 些 分 段 
m 一 1 次 多 项 式 只 含有 0 属于 LL (R)， VT = {0}. 

(4) yr = L?(R). 此 即 定理 3. 19. 

(5) {Nm k), k © Z) 构成 V8 的 Riesz 基 , 其 中 NN,(t) € V8 是 对 


DAY m— 1 阶 正则 的 尺度 函数 . 此 即 定 理 3. 17 与 定理 3. 15. 
因此 , {V3}jez Æ LR) 的 一 个 GMRA, 和 且 尺 度 函 数 N,,(t) 具有 mm 一 1 
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阶 正则 性 . | 
进一步 , 根据 定理 3. 3， 可 对 N,, O 作 正 交 化 处 理 , 令 


pm (W) = (Qn (ew) 72 Np (w), (3. 69) 
其 中 Anw) 由 (3. 64) 式 给 出 ， 则 由 此 所 确定 的 pa 具有 和 一 1 阶 正则 性 ， 
因此 gp,, 《2) 的 二 进 伸缩 与 整数 平移 生成 的 子 空间 列 


— i . 
Ur = span{2?9,(2/t—k), REZ), jEZ (3. 70) 


J 


HIR LR 的 一 个 m 一 1 阶 正则 的 OMRA. 
i . 
too J . i . 
[22 g,, (2 — k) 22, (2it —D dt = dys 
特别 有 
十 co — 
pp BD dt = Oy (3.71) 
并 且 有 
fev SSM 一 OTG A) gt — k). 
显然 , 若 在 (3. 71) Sh =0,/=0, 则 得 
[lg 12dz = 1. (3. 72) 


3.5.3 正 交 样 条 小 波 的 构造 
现在 的 问题 是 , 样 条 正 交 尺度 函数 on, 如 何 计 算 ? 
首先 , 根据 定理 3. 16 的 结论 (1) An (w)? 可 展开 成 Fourier 级 数 
COn Cw) 2 = Sa, elt 
REZ 
其 中 
ex e thw 


ar = mak E day, (3.73) 
(On Cw) ) 


1 
2 
再 由 定理 3. 16 的 结论 (3)， 有 

Dn Cw) 一 È Nismow, 


对 (3. 69) 式 求 Fourier HER, 即 得 
Ont) = DN lt — Rk), (3. 74) 
kez 
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其 中 系数 a, 由 (3. 73) 式 给 出 . 


定理 3.21 mh B- HERE BK, (1) 具有 以 下 性 质 : 
(1) 连续 标准 化 条 件 


Loo 
[ren (de =]. 

(2) 离散 标准 化 条 件 
> yp 十 D) =1. 


LEZ 


(3) 关于 上 一 了 的 对 称 性 : 
alt= e=) 


证 (1) HHO, (0) = 1, N,,CO) = 1. 根据 (3. 69) 式 得 


Gm (0) = (A,,(0))~2 NY, (0) =], 
BN (3. 75) sk. 
(2) 利用 (3. 74) RR. 60) KR, 有 


en ttD = X Mant +l—-) 


“EZ LEZAEZ 


= Dia, > Na HIR) 


REZ IEZ 


1 
= Sap = (Apa0)? = 1. 


` kEZ 
(3) 根据 定理 3. 16 的 结论 (3) 以 及 (3. 73) 式 , BA 
ak 一 ak VREZ. 

再 由 (3. 74) 式 即 可 推 得 wo O 的 对 称 性 (3. 77) 式 . 

对 于 样 条 尺度 函数 P (2， 考 虑 双 尺 度 方程 的 频 域 形 式 

Pm w) = Hy, (w) Gm Cw) » 

则 由 (3. 69) 式 及 (3. 62) 式 可 得 
Ên Cw) _ (2 ý Ñn (ew) 


H,, (w) = Qn (2a) 入 Cw) 


Om Cw) 


— (Ano) $ 1 十 erie ym 
Qn (2a) ( 2 ) 


i 
2 


~ (paces) 


m _s iw 
(cos £) e me 


(3. 75) 


(3. 76) 


(3. 77) 


(3. 78) 


(3. 79) 
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可 见 , Hy, (w) 是 2x 周期 连续 函数 ， 故 可 以 展开 成 Fourier RR: 


H,,(w) = She, (3. 80) 
REZ 


其 中 
_ lf” ikw 
h} = +I" H m Cw) e” dw 


由 此 易 知 
hm = hp. (3. 81) 
现在 , 我 们 讨论 正 交 样 条 小 波 的 构造 及 其 性 质 . 为 此 , > 
& 一 《一 1)*hy_y 9 (3. 82) 


Ym (t) = >) EPn (2t — k), (3. 83) 
kEZ 


FE Ym D 为 m Bt B- EREE, TER Y,, (2) } 为 Battle Lemarié é 小 波 族 
对 (3. 83) 式 两 端 作 Fourier 变换 , 得 


1 w ~ ju 
În (w) =— Fe : Hn ($+) am($)> 
或 
În Cw) ns eio Hn lo F Gm (w) = Galo) nlo), (3.84) 
其 中 Grlo) = eio H,, Cw + r). 


定理 3. 22 mH B- 样 条 正 交 小 波 y,(t) 具有 下 述 意义 下 的 对 称 性 : 
tn (=) = "4, (5). (3. 85) 


证 根据 (3. 81) XK, 得 
ge 一 《一 DA = (— DËR mit 
= (— 1)4 (— DR e-m) (一 12k 


= (— 1)" 82m. 
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利用 gp,, (2) 的 对 称 性 (3. 77) R, 得 
1 
tm (34) = D aig, +1—k) 
REZ 
= i (m—t—1+k) 
kEZ 
= 2 Bompa tk) 
REZ 


= (— 1)” >) go, (—t-k +1) 


kEZ 


定理 3. 23 mH B- HRER DRG, LA m Bik KE, Bp 
[wy (Ddt = 0, p= 01m, 


too 
[= tp, (dt Æ 0. 


证 根据 (3. 84) 式 及 (3. 79) R, 有 


On wot)? SEY. 


Dy uw) =— € Gy C) (“OS 5 


1— e” 


因为 加.(2w) 中 有 因 式 { 5 Y > PA P (0) = 0, BM 


十 co 
f ty (dt =0, p=0,1,-+,m—1. 
而 ZS” (0) 0, 即 | "omy, (e)de 0. I 


定理 3. 24 mi B- HERD RY, O 具有 指数 型 衰减 性 ， 即 
dnt) =O, HPa> 0 是 常数 . 


证 此 处 从 略 ， 读者 可 参见 文献 [49]. E 


1. 设 函 数 f(x) = zi lar? + bhr? — 8424+), RAZ a,b,c 的 值 , 使 
fiy+fd-xa=1, VrxE€ELo,1l. 
2. ik A: 当 n 关 0 时 ， 有 
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十 co Si 1 一 
sın nt sin rt—n) dt = z+ sin #5, 


—co nt x(2t—n) nr 2 


3. 证 明 ; Gauss 函数 f(t) =e” 不 可 能 是 L2(R) 的 任 一 OMRA 的 生成 


4. oD 与 p(t) PH Haar 尺度 函数 与 小 波 函 数 ， 尺 度 空间 V; 和 小 
波 空间 W; AAH pt — A) nce It hez ER HR 
f(t) = 2 EV, 
Hea, ER 证 明 : $f) be g(t 一 n) € Vo 都 正 交 (n € Z), 则 
az =— a> VEELZ, 
E fA = > az 一 外) € Wo. 
kEZ 

5. 补充 条 件 “gp(z) ELIRO”, 证 明 : 连续 标准 化 条 件 (3. 12) 和 离散 标准 
化 条 件 (3. 13). 

6. RYO 是 由 (3. 38) 式 定义 的 正 交 小 波 , 证明: [yd =o. 

7. BV; hieg Æ LR) 的 一 个 OMRA, 尺度 函数 与 小 波 分 别 为 p(t) 和 
gt). 已 知 P; 是 L2CR) 到 Vi 上 的 正 交 投影 算 子 , Q 是 二 2(R) AW, 上 的 正 
交 投 影 算 子 , 证 明 : Vi CZ, BA Pi 一 Pi =Q. 

8. 条 件 如 上 题 , Kop) 与 yO 分 别 是 g(t) 和 g(t) 的 二 进 伸缩 与 整 
数 平移 系 . 对 于 f(z) E L2(R), 令 


fault) = 55 (£2) Din 2) ha CO)» 

证 明 : Ym,k € Z, BA ~ 

(1) (fin Ct) + One 2) = CF (1) 5 AON 

(2) Paf D = f,,@. 

9. 设 (Vij)jez Æ L R 的 一 个 OMRA，, BHE FP, 与 细节 算 子 Qi WE 
义 如 (3. 42) 和 (3. 43) KR. 又 设 /(1) E COCR). 证 明 : 

(1) lim, IP; f ~ fl; = 0; 

(2) ‘lim |P; fl = 0. 

10. Z SCLER), $= (fw) fO ES}. HFIEZ FW, 是 Vi 在 
Vin 中 的 正 交 补 ， WW, = VE EV =V OW, 证明: 

Vin =V; OW,. 
ll. He) ELR 满足 双 尺 度 方程 oD = he 2 —h), 证 明 ; 如 


3 A 33 ee 18 


困 {g(t 一 上 )}hez 构成 LCR) 中 的 一 个 标准 正 交 系 , 那么 Vm,n € Z, EA 


Dy Lhe zahr ag FH Dh yet 2g nik |5 ôm: 
REZ 


12. 设 g(t) E PR), Aleth rez HR L? CR) 中 的 一 个 标准 正 交 
RK, Wot) 满足 双 尺 度 方程 pO = > hg (2t 一 上 ). 又 设 
REZ 
yt) = >} (—1)*h yo lt— k), 


kEZ 


Ep 与 prO 分 别 是 plz) 和 ylz) 的 二 进 伸缩 与 整数 平移 系 . 证 明 : 
y(t) 一 3 DI [Aa ap nC) +H Dh enpi, (8). 


n€Z 


13. RV jer LER) 的 一 个 OMRA, 尺度 函数 与 小 波 分 别 为 gC) 和 


g(t) = Dhip(2t—k), 
kEZ 


p(t) = 5 (一 1)*hy49(2t—k). 


REZ 
已 知 p 是 小 波 子 空间 列 {(W) jez 的 生成 元 , 证 明 : 

(1) Wo | Vo; 
(2) Vi 一 Wo @® Vo. 
14. 证 明 : Shannon 小 波 

。 xt 

sin = 

g(t) = -4 cos St 


2 
是 正 交 小 波 . 
15. R o0) E L2(R) RE pa) 一 hg(2t 一 有), + 
kEZ 


PCz) = mz, 其 中 = EC， 


REZ 


Q(z) = 1 DY Dhit, 


kEZ 
证 明 : Plouk her 构成 L2CR) 中 的 一 个 标准 正 交 系 , 则 当 |z| 王 1 时 ， 有 
(1) |P(z)|?+|P(—z)|? = 1; 
D P(z) Q(z) + P(—z) Q@2z) =0. 
16. 对 于 Haar 尺度 函数 oO), 验证 上 题 结 论 的 正确 性 . 
17. ke) ELR 是 具有 紧 支 撑 的 连续 函数 ，(V;, j EZ) 是 由 of) 
ERK LOR 中 的 一 个 OMRA. 
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O 求 区 间 [0,1] 上 的 特征 函数 ue) FEV, 上 的 正 交 投 影 wj (0. 
D 证 明 : 荐 | gCDd 一 0, 则 只 要 了 尽 够 大 就 有 |v 一 二 | > 起- 


O 请 解 森 上 述 结论 意味 着 | pode 天 0 


18. RV JED ZUR) 的 一 个 多 分 辩 率 分 析 ，, 其 生成 元 是 “ 帐 德 形 
BK" pH 二 (1 一 |t Dy), RE y O 是 区 间 I 二 [一 1,1] 上 的 特征 函数 . 

C) EW: {Vj j € Z} TÆ LR) 的 OMRA. 

(2) 给 出 ot) 在 时 域 和 频 域 上 的 双 尺 度 方程 . 

(3) 请 根据 p(i AEH L’ R) 的 一 个 OMRA, 并 给 出 相应 的 低 通 滤波 
器 Hw) 和 高 通 滤波 器 Co) 的 解析 式 . | 

(4) 车 已 知 上 述 (3) 中 相应 的 正 交 小 波 YO 具有 如 下 展开 式 

y(t) = (25) d,o(2t—k), 
REZ 


请 导出 系数 (dy) 的 计算 公式 . 
19. 证 明 : ”f(z) 一 See fas, Vme zZ. 
k=0 


20. 证 明 差 分 算 子 的 Leibnitz AX (3. 54). 
21. 证 明 ; m 阶 B- 样 条 NN, (z) 的 表示 式 (3.56) 与 (3. 58) 相互 等 价 . 
22. 求 4 阶 B- FAN) 的 解析 表示 式 , 并 计算 N G) 的 窗口 面积 . 
23. 设 Ns (1) 为 2 阶 B- 样 条 , 对 于 jEZ, 记 
V, = span{ Nz (2t —k), k € Z}. 
已 知 fe) E LR AV, LARE PSO 可 由 插值 条 件 P;f(k/2i) = 
S/Z) (Yk EE D 来 确定 ， 并 且 PiF(i) 可 表示 成 
P, f(t) = Syan Nt — m), 
mEZ 


试 给 出 系数 {a,,} 的 计算 公式 . 


24. 对 于 B- 样 条 小 波 , LA: 对 于 任意 正 整 数 m， 有 
Nato = H($)Ra($) 
其 中 Ñn) 是 m 阶 B- AM Fourier 变换 ， 而 Hw) = cos”) (row). 


第 四 章 Daubechies 正 交 小 波 


正 交 小 波 按照 其 特点 可 以 分 为 两 类 : 一 类 是 前 面 已 经 介绍 的 利用 MRA 
方法 构造 的 小 波 y(t?) , 是 一 个 频谱 B 有 限 的 函数 , 即 Go) 具有 紧 支 集 : 
supp pw) C [a,b]. 
根据 Fourier 分 析 的 理论 知道 ,小波 函 数 y(t) 不 可 能 有 紧 支 集 . 这 一 类 小 波 
常常 称 为 Meyer 型 小 波 . 另 一 类 小 波 是 JKt) 有 紧 支 集 ( 这 时 bo) 当然 不 可 能 
有 紧 支 集 ), 这 种 小 波 是 由 Daubechies 首 先 构造 出 来 的 , 故 称 为 Daubechies 小 
波 . 本 章 讨论 这 种 小 波 的 构造 . 


4.1 有 限 双 尺度 方程 的 可 解 性 


我 们 知道 , 构造 Meyer 型 正 交 小 波 的 关键 是 双 尺 度 方程 
g(t) = >jh,p(2t—n), (4.1) 


n€Z 
因为 2 lhal? <+-00, 所 以 数列 {hh,} ner 趋 于 零 的 速度 对 构造 正 交 小 波 YO 
nEZ 

的 算法 起 着 至 关 重要 的 作用 , 而 且 由 于 

yt) = AD" hap lt— n), (4, 2) 

n€Z 

所 以 即使 pC) 的 支 集 紧 , (Ago) 的 支 集 也 未 必 是 紧 的 . 幸而 , 4 n 的 绝对 值 
较 大 时 ，(4. 1) 式 右 端的 项 属 高 频 分 量 , AH | hal 都 很 小 . 因此 , 特别 简单 
而 且 重 要 的 是 (4. 1) 式 右 端 仅 包 含有 限 项 的 情形 .此 时 ， 只 要 作 适 当 的 平移 
变换 可 将 双 尺 度 方程 写成 


L 
g(t) = > hipl2t—n). (4. 3) 
n=0 


相应 地 ，(4. D 式 右 端 也 只 含有 限 项 . 一 个 很 自然 的 想法 是 , 大 能 先 通 过 男 外 
的 方法 确定 数列 ho ,hi，…,hL( 从 应 用 的 角度 而 言 这 是 更 重要 的 ), 再 由 (4. 3) 
UA ERE p(t), 而 p(t) 具有 紧 支 集 , 且 能 够 生成 L? (R 的 一 个 OMRA, 则 
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由 此 构造 出 的 正 交 小 波 y(t) 亦 是 紧 支 集 的 ， 这 就 是 Daubechies 最 先 (1988 
年 ) 建立 的 构造 紧 支 集 正 交 小 波 的 方法 . 

现在 的 问题 是 满足 (4. 3) 式 的 函数 oO) 是 否 一 定 存在 ? 即 对 于 给 定 的 
ho ,hi,…,hL， 有 限 双 尺度 方程 (4. 3) 是 否 一 定 有 解 ? 如 何 确定 其 解 ? 这 里 介 
绍 一 种 迭代 解法 : 

任 取 具有 紧 支 集 的 函数 go (1) (例如 上 一 章 提 到 的 No), > 


L 
g(t) = >) Ay 2t—n), 
n=0 


L 
Q(t) = D hp (2t—n), 
n=0 


L 
Pm) = 2 hp (2t—n), 
n=0 


EH mtot, pn 收敛 到 函数 po O, 则 由 上 式 可 得 


L . 
oot) = D hrpa 2t—n), 
n=0 


即 po (OD 是 双 尺 度 方程 (4. 3) 的 解 . 此 时 我 们 称 双 尺度 方程 (4. 3) 迭代 可 解 . 
这 里 的 关键 是 : 

D ABI pone) 是 否 收敛 ,或 者 说 迭代 过 程 是 否 收敛 ? 

(2) MFR ge, (O} MRE oO, BA oO) 是 否 有 紧 支 集 ? UR polt) 
RETER L CR) 的 一 个 OMRA? 

本 节 先 讨论 第 二 个 问题 , 第 一 个 问题 将 在 4. 3 节 详 细 讨论 . 

首先 , 由 于 a) = N0), 所 以 

SUPP go = L0,2]; 


supp 91 = [oz +L) |= [045E], 


e O DEY 


ae 
kd 


supp gy = [02 EZL] 


HA L > 2, 所 以 suppe,, © L0,L],m=1,2,-. 从 而 有 suppw <[0,L], 
Ne) 具有 紧 支 集 . 事实 上 ，, 我 们 还 可 证 明 : 
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定理 4.1 车 满足 (4. 3) 式 的 尺度 函数 g(t) 具有 紧 支 集 ， 则 其 支撑 区 间 必 为 
[0, L]. 
证 RAR g(z) 的 支撑 区 间 为 [a, 妇 ， 则 函数 p(25) 的 支撑 区 间 为 
[Soy |: 其 平移 西数 pC24 一 ) 的 支撑 区 间 为 [4 志 z,& 二 了 |， 当下 标 z 从 0 


变 到 工时， 双 尺 度 方程 (4. 3) 右 端的 支撑 区 间 为 | LETE] 与 左 端 进行 比 


较 可 知 [a,6] 一 | 号, 和 5 |, 由 此 解 得 < 一 0, 0 一 了 上 


现在 , 我 们 再 来 研究 双 尺 度 方程 (4. 3) HR pe) EBERL R 的 一 个 
OMRA 的 条 件 . 

先 来 讨论 必要 性 . 设 {Vij}jez FEL? CR) 的 一 个 OMRA, 而 g(t) 是 相应 的 
生成 元 , 则 po) 满足 (4. 1), BA 


| Hw) |? + |HW@w+x) |? =1, (4. 4) 
其 中 HCw) => Ae. 进一步 , 由 定理 3.5 知 
nez 
(1) SA, h oa = 2ôo; (4.5) 
n€Z 
(2) Sh, =2; . (4. 6) 
neZ 
(3) Dhn = Dhn = L (4.7) 
n€Z nEZ 


于 是 ， 当 双 尺 度 方程 (4. 3) 的 解 能 成 为 OMRA 中 的 尺度 函数 时 ， 系 数列 (六 } 
应 满足 的 条 件 是 (4. 5) , (4. 6) 及 (4.7) 式 . 

再 来 讨论 双 尺 度 方程 (4. 3) 的 解 能 生成 OMRA 的 充分 性 条 件 . 此 时 ， 当 
n>Lit, h, 一 0. 进一步 , 还 假设 {h,,} 是 实数 列 . 

考虑 复 变量 z 的 工 次 实 系数 多 项 式 


L 
mo Cz) = 1 Sane" ’ 
n=0 


则 H(w) = my(e), H 
m(— 1) = m (e'*) = Hx) = 0, 
说 明 mo (z) BARATA +2) EEN WS 1 的 正 整 数 ), 故 可 设 


(H Qn (2), (4,8) 


Mo (z) 一 
L-N 


其 中 QN(z) = Dy 是 一 个 次 数 为 了 上 一 N 的 实 系数 多 项 式 . 
j=0 
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定理 4.2 设 双 尺度 方程 (4. 3) 的 系数 满足 : 


(1) Shon = S) hnt = l; 
n€Z 


n€Z 


(2) Sha have = 28005 
n€Z 


(3) sup |Qy(z) |< 2N7, 
1z| 委 1 


则 双 尺 度 方程 (4. 3) 选 代 可 解 ,， 其 解 连 续 ， 在 标准 化 条 件 (0) 二 1 下 ， 
生成 L2(R) 的 一 个 OMRA. 


这 一 定理 的 证 明 较 繁 , 此 处 从 略 (参见 文献 [49]). 


4.2 Daubechies 小 波 的 构造 


4.2.1 SIX mo(z) 的 构造 


Daubechies 小 波 又 称 紧 支 集 正 交 小 波 . 根据 上 一 节 的 讨论 , 为 了 构造 这 
类 紧 支 集 正 交 小 波 OO), 需要 先 确定 满足 定理 4.2 的 条 件 的 实数 列 ho， 
hih, RA Hw), 这 又 归结 于 确定 多 项 式 Que). BA, 这样 的 
Qn Ce) 是 否 一 定 存在 ? 如 何 构造 ? 下 面 我 们 来 解决 这 个 问题 . 


定理 4.3 (Bezout 定理 )” 设 u(y),uzs(y) 是 两 个 没有 公共 根 ， 且 次 数 分 别 为 
mom 的 多 项 式 ， 则 必 存 在 唯一 的 次 数 分 别 不 超过 xz 一 1,ml 一 1 的 多 项 
式 对 U1(y) 5 U; Cy), 使 得 

u(y Cy) Hu (U2 Cy) = 1. 


WE 见 文献 [L114] 的 附录 A. | 
现在 , 因为 | Qy(e*)|? 可 表示 为 cosw 的 多 项 式 ， 从 而 可 表示 为 
sin? F = 4a- coso) 


的 多 项 式 , 这 就 是 说 存在 代数 多 项 式 P(y), EIQ) |? = P(si 2), 


由 (4. 4) 及 (4. 8) 式 , 得 
] = | Hw) |? + | Hw+x) |? 


= (cos? 2)" (sin? 3)+ (sin? 2\"p (cos? g). 
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& y = sin’ 号 e [0,1], 则 上 式 变 为 


aP PU —y)=1, (4. 9) 
于 是 , 问题 又 归结 为 满足 上 式 的 多 项 式 PC(y) 是 否 存在 . 
注意 到 (1 一 y)” 与 y 是 互 质 的 N 次 多 项 式 , 根据 定理 4. 3, 存在 唯一 的 
次 数 不 超 过 N 一 1 的 多 项 式 对 U1(y) 与 Us(y)，, 使 得 
(1— NU Cy) y Uy) = 1. 
将 y 替换 成 1 一 > 有 
WUA- y+ a-y Aa- y =l. 
这 说 明 U O =U, —»), KA 
(1 一 力 AU Cy) + y4U, -y) = 1. 
AGL, PCy) =U (y) 就 是 满足 (4. 9) 的 多 项 式 . 为 了 求 得 Ul(y) 的 表示 式 ， 
REAA- Ey = 0 处 的 Taylor BAX, 并 注意 到 多 项 式 Ui(y) 的 
次 数 不 超 过 N 一 1, 于 是 有 
Ui(y) 一 (一 JI 一 UTC 一 切 ) 


NI(N+k-—1 
Jy +OCN) 


k=0 
i(N+k—1 
>| ý |， . 
上 式 给 出 了 (4. 9) 的 显示 解 , 也 是 唯一 的 具有 最 低 次 数 的 解 , 我 们 用 PNO) 
表示 这 个 解 ， 即 令 


XNI[{N+k—1 
Py(y) = >| k jot 
k=0 


对 于 满足 (4. 9) 的 更 高 次 的 多 项 式 PCy), WA 
(—y (PCy) — Py(y)) + y (PU — y — Pn(l—y))=0. 
可 见 , PCy) 一 PN(y) 可 被 六 整除 ， 即 存在 多 项 式 QU(y), 使 得 
P(y) — Py(y) = yNUGy). 
RAER, 可 得 
U(y)+U(—y)=0. 


TR, Uy) 关于 y =F 是 反对 称 的 . FRO) 一 U( 记 一 >)， 则 


Ry) =u(++9)= u(s y)=— RCy), 
所 以 RCy) 是 一 个 奇 多 项 式 . 于 是 , 我 们 有 如 下 定理 . 
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定理 4.4 te Ho) 一 (HE) Quiet) 的 实 系数 三 角 多 项 式 满足 


| Hw) |? + | Hlo +l =1 


的 充分 必要 条 件 是 
| Qu Ce®)|? = P(sin’ g), (4. 10) 
其 中 多 项 式 
PG) = Puo +yNR( 志 一 y)， 
NIN+E—1 
Py ly) = > | [>t 
b=0 k 
这 里 的 RCy) 是 一 个 可 选择 的 奇 多 项 式 ， 要 求 满足 
PCy) 之 0， Vve [0,1]. E 


最 简单 的 情形 是 取 尺 (>) =0, yE [0,1]. KN, PO) = Pro), 且 由 
(4.10) RAM, L-N = N 一 1, BIL 二 2N 一 1. 这 就 是 说 , QN(z) BBE 


量 z 的 N 一 1 次 多 项 式 , Hw WRA) 总 共有 2N 个. 
进一步 , AFIQ (el) |? 还 有 下 述 定 理 . 
定理 4.5 对 于 任意 自然 数 NN 宇 2 和 一 切 w ER 有 
, 2N 一 1 
Janie)? < | N <2, 
iE 对 于 有 = 二 0,1,-…,N 一 1, 反复 利用 组 合 公式 
Wi 
k k 二 1) LE 十 1 
Nl -= aan 


k N-1J 


k=0 


| Qn le) |? = Pn (sin? S)= 
“eo an 
k ~ (N= 


HRS] 


和 一 1 
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1 a | =l, gN oN i 
2 io k 

至 此 , 多 项 式 | Qn(e*)|? 因而 | Hw) |? 的 特征 就 已 经 完全 描述 清楚 了 . 
然而 , 我 们 需要 的 是 QN (ei*) AH, 而 不 是 | Qn Cel”) |?. 为 了 求解 Qv Ce”)， 


我 们 需要 如 下 的 Riesz 引 理 . 


. N 
定理 4.6 (Riesz 51) Alo) = Ja, cosnw 是 一 个 实 系数 三 角 多 项 式 ， 
n=0 
H Al) Z0, Vw ER, 则 存在 六 阶 实 系数 三 角 多 项 式 BWW) = 
N 
> ,pb cosnw， 使 得 
n=0 
Aw) = | Blo) |, VwoER. 
证 ”整个 证 明 是 构造 性 的 . 首先 , 利用 Euler 公式 
cosnw = Tee +e), 
多 项 式 Alo) 可 表示 为 
: i | | g | 
Alw) = @ Ne (= anne” 十 aoeiNe +5 Dane" ) 
n==0 i n=1 
= e (Nop 4 (el) 9 
其 中 
1 A TE 
Pa (lz) = Dane Haz” + 2o anz” 
n=0 n=l 
是 复 变量 = 的 一 个 2N 次 多 项 式 ， 因 而 存在 2N 个 零点 . 下 面 证 明 : A o 是 
PA(z) 的 零点 , 则 二 ,而 ,去 都 是 PACz) 的 零点 
0 


事实 上 , 一 方面 , 由 于 a ER, 所 以 PA(z) = Pa), Kam 同时 为 
Pa(z) HEA. 另 一 方面 , 当 w ERI, 有 
el2Nw P(e) = eA (—w) 一 emeA(o) = Pale), 
所 以 在 单位 圆 {|z| 二 1) 上 , 有 xz:**Pa(z 1!) = PaA(Cz)， 根 据 解析 函数 的 唯一 
性 , 在 整个 复 平面 上 除去 z 二 0 外 , EE NPA) = Pale). BR x = 0 


不 是 Pa(z) WEA, 因此 PA zo) = 0 当 且 仅 当 Pa (二 )= 0. 


不 失 一 般 性 , 假设 Pa(z) A KHR 55, k=1,2, =, K, URI Æ 
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mRyd g RL, j= 1.2.0.1. 当然 有 2K 十 4] 一 2N. 于 是 
“j <j 
K 
-1 let 
Pao = Gav IT ls ma) (2 =)] 


hle- 


j=l J J 


易 知 , 对 于 Pa) 的 任 一 零点 zo, 及 Yw CER, 都 有 
ce 一 ai(ee 一 去) l 


Zo ~ Tel 


Jel —z0l?. 


注意 到 Alw) 0, 所 以 A(w) = | Alw) |= | Pale) |. 因此 


K J 
Alw) = è| [cet = ro I Ce -se -5) f 
= 过 
l 348 1 
其 中 c= (lanl) Mial] lyi". 由 此 可 见 , 若 取 
k=l j=l 


kd 


K J 
Blw) = c| JI cele — r [I cele — z) Ce’? — 3) 
k=1 j=l 


N 
则 Bw) IBM D 4, cosnw 的 一 个 NN 阶 实 系数 多 项 式 ， 且 满足 
n==0 


Alw) = | Blo) |, VwER. | 
综合 上 述 讨论 , 可 以 归纳 出 构造 紧 支 集 正 交 小 波 的 主要 步骤 : 
(1) ARER% NS 2 (N = 1 时 即 Haar 小 波 ); 
(2) 利用 三 角 恒 等 式 (4. 10) Ñ 


| Qu Cela) |? = Py (sin? z) 


解 得 Qu Cz) 的 系数 gq,， 1 一 0,1……N 一 1， 进而 求 得 QN (z); 
(3) 利用 (4. 8) 式 


mo (z) = (242) ance) 


求 出 数列 {h,); 
(4) 求 出 双 尺 度 方程 (4. 3) 的 迭代 解 o); 
(5) 利用 (4. 2) 式 确定 正 交 小 波 yo. 


4.2.2 HR h, 的 方法 之 一 


作为 例子 , 我们 利用 上 段 所 描述 的 方法 来 计算 { 户 ,}. 
例 4. 1 Daubechies 的 D4 小 波 此 时 , N= 2, H 
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1 
Ps(y) = X Chey? = 14+ 2y, 
k=0 


1 
Ql) = Diane = go tne. 
n=0 


|Q. Cel) |? = (go Haee) (go +e) 
=a + qi tan (ew + ee) 
= % + qi -+ 2qoq91 COS w 


一 (go +q) — 4qoq sin? F 


及 P, (sin? g)= 1 十 2sin? $, BECA. 10) RE BB 


|Q: Ce”) |? = P, (sin? $) ， 


2 
比较 系数 即 得 
1 
(go +q)? =], oq 一 一 3° 
由 此 解 得 
1+¥/3 _ 1 十 V3 
Go 一 2 ? do 一 2 > 
< 
1—¥3 1 一 V3 
qı =158, qı Sony? 
1—¥3 一 Y3 
qo 3, do et 
| _ 1443 __1+Y3 
qı 一 2 ， q 一 2 ` 


_ 1 二 VS 1 一 V3 
2 9 . 


qo qi 2 


所 以 有 Q(z) = FLU +48) + V3], 从 而 有 


2 
mo (z) = (=) Q(z) = FA $22 + qz) 


= Fao + (qo Hg dz + (qo + 2a 22% Haz]. 


注意 到 
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Hw) = m (e) = F hy Haiz +h? + haz); 
FE, 有 
hy = 4q = 40 +3, 


i 
4 


(4. 11) 


hs = F(a +29) 二 上 (3 一 V3)， 


hs = = V3). 


由 此 建立 方程 (4. 3), 解 得 尺度 函数 oO, HIRES NE g(t). 而 且 g(t) 
与 pt) 都 是 紧 支 集 的 . 
例 4.2 Daubechies 的 D6 小波 此 时 N= 3, 易 知 


2 
P3(y) = >) Chey =1+3y+6y, 
k=0 


2 
Q; Ce”) = Dage = Qo 十 gi e 十 ozei2o. 
n=0 
因为 
| Qs cel) 1? = (go Hae” + gre) (gy) +ae + qe) 
= (q +i +43) + Cog Hgg) Cel +) 
十 qoqz (eiz +. ei) 


= (go ta +42)? —4(g0gi + 4g0g + qiqo) sin’ 3 


w 


十 16g0g2 sint z? 
Ps (sin? S)= 1 十 3sin $+6sin' 2, 
欲 使 (4. 10) 成 立 , 即 
|Q; Ce”) |? = P; (sin? 2), 
比较 系数 即 得 
(go 十 gi 十 gz) 一 l, 
—4(g0q 二 49092 十 9192) = 3, 


| 8qoaz = 3. 
由 此 可 解 得 多 组 解 (go ,gi ,qs), 其 中 的 一 组 解 为 
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1 
t = q O +10 +5 +2710)» 
a = 40/1), 
1 
q = 7 (1+0 —v5 + 2/10): 


所 以 有 
io} — 1 . i 
Qee = FLG 4+Vi0 +5 +2710) +20 io)" 
+ (14710 v5 +2710) ]. 
从 而 有 
(z) = 1+2\3 _ 1 3 2 
mœ) = (= ) Q) = FA H3 +32 +z) + qz qr) 
= [a + (3g 十 oz 十 (3go +3q: +227] 


十 言 [Cg 十 39 +3g)2 + (qi +30)! +9225], 


5 
5 Hw) = m) = L D het 比较 系数 , 得 
k=0 
h =i, h =ly +q) 
0 4 40° 1 4 do TQ1)s 
hy = + Bao + 3a: +a), hy = $0 +301 + 392) 


1 
ha = 4a 十 392)， hs = ta. 


于 是 , 有 
ho = Jg VI0 45 F 2/10) 


1 
hy = 76 (5+/10+375+2,/10)> 
1 
hz = 6(10— 2V10+2V5+2V10); 


o> 
us 


= 7g(10—2VT0—2V5 +2710) 
he = 3g (5-+/10—3V5-42/10)» 
= gl +Vl0—-V5 42/10): 


D 
n 
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最 后 再 解 得 具有 紧 支 集 的 尺度 函数 g(?) 与 正 交 小波 gO. 
4.2.3 ”计算 有 的 方法 之 二 

定理 4. 2 列 出 了 关于 双 尺 度 序列 (4, } 或 多 项 式 m e 的 三 个 充分 性 条 
件 , 可 保证 下 面 一 节 所 描述 的 迭代 过 程 最 终 能 收敛 到 一 个 尺度 函数 . 现在 ， 
给 定 一 个 多 项 式 mo (2), HS 


H(w) = m (e), 
则 根据 函数 He) 的 表示 式 , 定理 4.2 中 的 3 个 假设 条 件 可 表述 为 : 


(1) HW) = 1; (4. 12) 
(2) | HG) | 十 | H+ |? =1; (4, 13) 
(3) 4—5 Sosy it, | Hlo) |> 0. (4.14) 


下 面 将 描述 一 个 由 Daubechies ENR, 它 满足 上 述 条 件 (4. 12) ~ 
(4. 14) È. 

根据 第 三 章 的 讨论 ( 见 例 3.1) 可 知 , 与 Haar 尺度 函数 om (2) 相关 的 滤波 
器 是 多 项 式 ， 


— 2 w 
=e 2cos E, 


2 
显然 如 @) 满足 (4. 12) ~ (4.10 式 . 但 m (D 不 是 连续 的 . 为 了 构造 连续 的 
斥 度 函数 ,一 种 可 行 的 方法 是 作 卷 积 运算 . 例如 ，Haar 尺度 函数 m (5) 与 其 
自身 做 卷 积 ， 可 得 下 列 连续 线性 样 条 : 
}e-1|]. O<¢t<2, 
Po * Pot) =- 其 他 . 
注意 到 卷 积 的 Fourier 变换 等 于 Fourier 变换 的 乘积 , 即 /x fx…xf 的 


2 个 


Po Cw) = ite” 


Fourier 变换 为 ( 广 *， 以 及 双 尺 度 方程 的 Fourier 变换 形式 ， 容 易 想到 取 
Hw) = (加 (o)) =F cos" 多 (n 为 菜 个 正 整数 ) 


作为 构造 连续 尺度 函数 的 一 个 多 项 式 . 遗憾 的 是 ， n> lit, Heo) 并 不 满 
FE PER CA. 13). 
另 一 种 可 行 的 方法 是 把 恒等式 
cos? 3 tsin? $ =] 
两 边 同时 取 n ae. 为 简单 起 见 , 考虑 = 3 的 情形 , 此 时 有 


3 
2 w : 2 W 
(cos z + sin 3) =], (4.15) 
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或 者 


6 w 4 w w 2 w mL] 
cos 2 十 3cos 2 sin2 z t 3cos 2 sint 3 tsin 2 。 


AR 


| Hw) |? = cos® 号 +3cost 2 sin? (4. 16) 


w 

2 2’ 

则 Hlo) 满足 条 件 (4. 12) 54.13), BE HO = 1, BA 
| Hla |? + | Hlwt n) |? = 


因为 当 loal< p 时 ， 
cos S >i | H(w) | > cos? s> >> >0, 
所 以 性 质 (4, 14) 亦 满足 . 剩 下 的 问题 是 如 何 由 上 | He) | 确定 Hw) BHT. 
首先 ,根据 | Hw) | 的 定义 (4. 16) 式 , 得 


2 w 2 w 20 
| HCw) | cost 3 2 (cos 2 + 3sin >) 


2 
= cos! + cos +i V3sin 2| ， 
将 上 式 两 边 开 方 , 可 取 
Hw) = cos? S (cos $ + iV3sin $ )alw), (4.17) 


这 里 的 ew) 是 一 个 待定 的 复 值 函数 , 满足 | Cow) | = 1. 
现在 来 确定 a(w). 利用 Euler 公式 ， 上述 Hw) 的 第 一 个 因子 为 


cos? F = Eeee +2+e), 


第 二 个 因子 为 


cos F 十 iV3sin 3 = Lee? pe? 4+/3e2 —/3e7), 


可 见 ， 只 要 选取 w(w) =e 2, PEATE aw) |= 1, 又 能 避免 H Go) 中 出 现 
el 的 分 数 次 震 . 将 这 些 式 子 一 并 代入 (4. 17) 式 并 整理 ， 得 


Hw) = 1443 3473 crio 十 3 一 二 o 4 L=Vv3 二 ee, 


my (2) = LEYS 4 S4V8, 4 


1 一 Y3 Js 
. 
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最 后 ,比较 mo(z) = Dy he" 中 的 系数 , 得 
n€EZ 


1 十 V3 3 十 V3 _ 3—Y3 
E 7° 4 4 = 4° 


ho 
这 与 前 面 例 4. 1 的 计算 结果 (4. 1D 是 一 致 的 . 


4,3 二 进 点 上 的 尺度 函数 


我 们 在 后 续 章 节 将 会 看 到 , 在 小 波 分 解 和 重 构 算法 中 双 尺 度 系数 列 (h,) 
是 重要 的 , 而 尺度 函数 plz) 并 没有 直接 进入 到 算法 中 , 这 就 是 说 从 应 用 的 角 
度 而 言 无 需 具体 求 出 p(t). 但 为 了 确定 oO) 的 一 些 性 质 (如 连续 性 等 ), 计算 
出 g(#) 的 近似 值 还 是 有 价值 的 . 尽管 4. 1 节 已 经 给 出 了 计算 oO WERA 
法 , 但 从 具体 计算 的 角度 看 , 该 方法 还 是 有 些 繁琐 . TARE BR Ci) 的 一 
个 更 有 效 的 方法 是 , 根据 已 经 得 到 的 双 尺 度 系数 {h}, 利用 双 尺 度 方程 
(4.3), 以 及 标准 化 条 件 


too 
O =], (4. 18) 
计算 p(z) 在 各 个 二 进 点 上 一 ra 上 的 值 (这 里 , 1 € Z, n€ Z”). 


下 面 通过 一 个 具体 的 计算 过 程 来 说 明 . 为 简单 起 见 , SRN = 2 时 的 
Daubechies 小 波 ， 此 时 双 尺 度 系数 hi 只 有 4 个 非 零 ( 见 (4. 11) 式 )， 而 双 尺 度 
方程 (4. 3) 式 即 为 


3 
g(t) = >) hyp (2t— k), (4. 19) 
k=0 


所 以 计算 过 程 将 比较 简单 . 

第 1 步 计算 oo 在 各 个 整数 点 上 的 值 . 

为 方便 起 见 , ig =g, LE Z AX N = 二 2 时 的 Daubechies 尺度 函 数 
仅 在 区 间 0 二 1 二 3 上 非 零 , 所 以 m = pO) 二 0, p = gp(3) 一 0. 于 是 , 对 
FEZ, 只 要 1 关 1,2, PAG =0. 故 只 需 计 算 pop 为 此 , ERREA 
程 (4. 19) 中 ,分别 取 zt = 1,2, 得 


3 
pi = Dyke — k) = hop hg 
k=0 


3 
p = D hpl — k) = hig, Fhag. 
k=0 
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上 述 两 个 等 式 可 用 竹 阵 形式 表示 为 


Pı _ k N É 
$2 hs hj wz 
Pı hy ho . 
由 此 可 见 ， y 是 矩阵 heh 的 属于 特征 值 * = 1 的 特征 向 量 , 故 只 需 解 
2 3 fe 
齐 次 线性 方程 组 
hy —1 ho fi] 4 
hs he—-1}le} lo 


即 可 . hy) 满足 (4. 7) 式 , Bho = hn = 1, 所 以 上 述 方程 组 只 
REZ REZ 


有 一 个 独立 方程 , 不 妨 取 其 中 的 第 一 个 , 即 
(hy — lg, + hog, = 0. 


注意 到 此 时 的 标准 化 条 件 (4. 18) REIS 9, = 1, 于 是 有 
1EZ 


+e =l. (4. 20) 
联 立 以 上 两 式 ， 即 可 解 得 
-各 _1+v3、 
Pı T+ho —hy 2 az 1.366, 
—__ l—h _1l-v3 
=i kh ~ 0. 366 


至 此 , o(t) 在 所 有 整数 点 上 的 值 , 即 m = p0, 1E Z 已 完全 确定 . 
第 2 步 计算 of) 在 半 整 数 点 上 的 值 . 


为 了 计算 oF) LE Z 在 双 尺 度 方程 (4. 19) 中 , 取 t 二 二 ,得 


3 
o(s)= Shg(l—h). (4, 21) 
k=0 
因为 pC! 一 和 的 值 已 在 第 1 步 确定 , PLL LSAT o5 } 的 值 ， 又 当 
t<o0 或 1 之 3 时 ptt) =0, UR1=2,4 AY, o( 5 ANET p 9 Pp» 这 也 已 


在 第 1 步 确定 ， 故 只 需 计 算 ! 一 1,3,5 时 9( 艺 ) 的 值 .于 是 , 由 (4. 21) 式 依次 
可 得 
1 一 Ai = QHD? _ 244/3 
rp SS = E, 
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o(+)= hip: thag, = 0, 


By _ (1 一 V3)2 _ 2-3 
9(3)= hp = a 


这 时 ,标准 化 条 件 (4. 18) 式 意味 着 了 p( 却 ) 一 2. 下 面 证 明之 .其 实 , 根 
IEZ 
据 (4. 21) 式 ， 有 
3 3 
Des)= E Dmi- = Dh( Zea). 
LEZ lEZRk=0 k=0 IEZ 
利用 第 1 步 的 结果 ， 上 式 右 端 里 层 的 和 式 
SeU—k) = eM 一 1. 
lEz IEZ 
再 由 (4. 6) 式 ， Dhu =2 Bt Yo(F)=2. 
REZ (EZ 
BIH ER. 


为 了 计算 pz) 在 士 整数 点 处 的 值 g( 了), TA pO 在 半 整数 点 的 值 , 并 
EREDE pO = Zng (2 一 委 中 令 + 一 计时 得 到 
一 般 地 ,一旦 得 到 了 pl) 在 + 一 元 处 的 值 ， 其 在 :一 方 时 的 值 可 由 双 
尺度 方程 (4. 3) 式 得 到 : 
o(zi)= De (Bh)= Ziel or). 
等 式 右边 是 在 上 一 步 中 已 得 到 的 pO HE t= = 与 处 的 值 


z 


如 此 继续 下 去 ， 就 得 到 g(t) 在 所 有 二 进 点 + 二 | 革 上 的 值 (这 里 ， LEZ, 


n © Z*). 随 着 的 增加 ， TAAR L, 1E Z) 变 得 越 来 越 密集 . 因为 任何 实 
数 都 是 某 个 二 进 点 列 的 极限 , 而且 由 于 Daubechies 尺度 函数 是 连续 的 ,所 以 
Ct) 在 任何 点 # 处 的 值 均 可 通过 求 p (六 ) 的 极限 来 获得 

第 4 步 证 明 gC) 满足 标准 化 条 件 . 

首先 证 明 第 n KERI o (去 ) 对 应 的 标准 化 条 件 (4. 18) RH 


Dolz)? . (4. 22) 


lEz 
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对 n 用 数学 归纳 法 . 由 第 1 步 和 第 2 步 知 ，(4. 22) OX n = 0 Fil n = 1 R 
立 . 现 假设 (4. 22) 式 对 n 一 1 成立, 即 
I 
spr )= 2, (4, 23) 
Delz r) 
再 证 明 (4. 22) 式 对 x 亦 成 立 ， 因 为 
I 1—27 1, 
|= h 
Delz) DS l orl 


LEZAEZ 


所 以 由 归纳 假设 (4. 23) 式 , 有 
Delz) = Dhr = at he. 

因为 2 = 2 ( 见 (4.6) 式 )， 所 以 上 式 右 边 等 于 2”. 

然后 证 明 ,用 这 种 选 代 方 式 构造 的 尺度 函数 (0) ORE oo JE ofA) 
极限 ) 满足 标准 化 条 件 (4. 18) 式 . 为 此 , 考虑 | o de X Riemann 和 
的 极限 , 这 内需 用 点 列 | =, 1E Z| HERRN, 十 cc) 进行 划分 ， 
划分 宽度 都 取 At 二 去 . 于 是 有 | 

Epoa = „ip 24 (ti) ae = „im Delz) 


因为 忆 g( 去 )== 2" 〈 见 (4 22) 式 ), 所 以 上 式 右边 等 于 1 
REZ 


4.4 WRB A HAH 


消失 矩 是 小 波 的 一 个 重要 特性 . 在 连续 小 波 变 换 中 , SA WB A 
小 波 相 当 于 一 个 多 尺度 微分 算 子 的 作用 , 可 以 揭示 出 函数 的 可 微 性 与 其 小 波 
变换 在 细 尺 度 下 的 衰减 性 之 间 的 关系 . 
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4.4.1 消失 和 矩 的 概念 

定义 4.1 对 于 基本 小 波 y(t) E LR), 如 果 

| yd =o, 0<k<m-l, (4. 24) 

则 称 g(t) 具有 m Wri RS. 

显然 m= 二 1 时 ， 有 | yod =0, REO =0. 这 正 是 可 允许 条 件 (2. 5) 
对 小 波 的 基本 要 求 . 所 以 , 基本 小 波 y(z) 至 少 应 该 有 一 阶 消失 甜 . 

一 般 而 言 ， 如 果 一 个 小 波 有 闫 阶 消失 矩 ， 那 么 对 应 的 滤波 器 长 度 不 能 小 
于 2m. 例如 ，Daubechies 小 波 、 双 正 交 小 波 、Coiflet 小 波 、Symlet 小 波 等 都 
RARER WIAA. 

根据 定义 ,大 小 波 y(t) RA m BRR. WERK BDF m 的 多 项 式 
PO) 与 g(t) 的 内 积 都 等 于 零 ， 或 者 说 pO 与 pd EX. 

现在 , 设 p(t) 的 Fourier 变换 


a 十 co . 
dw) = | poeta (4, 25) 
具有 直到 m 一 1 阶 连 续 导数 , W 0< k< mit, 有 
A 十 co 
J 0) = [T iyd (4. 26) 


男 一 方面 , 注意 到 公式 (3. 25), (3.37), 即 
Glo) =— e H lw Fr), 
$20) =— & Hw +m Glo). 
由 此 可 立即 得 到 以 下 结论 : 


定理 4.7 hk yt) © LR) 的 Fourier 变换 Glw) Bw = 0 处 具有 直到 
m 一 1 阶 连 续 导 数 ， 则 以 下 命题 是 相互 等 价 的 : 
(1) g(t) RA mÑ k4, BP C4. 24) AMS. 
(2) glo) 在 w 一 0 处 有 mm 重 零 点 ， 即 
gv? (0) =0 (0<k<m). (4, 27) 
(3) Hw) £keo=ntAmeER, Hp 
HË (x) 一 0 (0<k<m). 


下 面 的 命题 表明 , 具有 om BRB) RT Wop RT PRE) m 
阶 导数 ， 因 而 相应 的 小 波 变换 是 一 个 多 尺度 微分 算 子 . 
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E48 KRY) CLR) LRERAM, PHTEEERABH nE 
Z ,存在 正常 数 C,， 使 得 


Wol< oo; m WER, (4, 28) 
则 Y(t) LA mB ASEH AD LESH EA ARRAY BHO(L), He 
得 
/im TOCE) 
pO = CD” Se, (4. 29) 
从 而 任 一 fO E L?(R) HbR kW ab) 都 可 表示 为 
W (a,b) =a" pe OF (4. 30) 


zes l a/t) g B oe e X 
KPUD = (r) 并 且 W) RARR m Bp NAME HB 
十 co 
3| ode #0. 


证 首先 由 (4. 25) 及 (4. 28) 式 易 知 , oC) 的 快速 衰减 性 蕴含 着 fw) E 
CR), AEE 


N 十 co pi 
Ze w) = | 一 CiD dt, Yk EZH. (4.31) 


必要 性 . 由 于 yt) BA m BAA, 根据 定理 4.7 知 (4. 27) 式 成 立 , 所 
以 bw) 可 分 解 为 
jw) = (—ia)"8 ww), (4, 32) 
其 中 fco) RAR BR. 6) 是 6Cw) 的 Fourier MBER, 根据 OC) 的 快速 
衰减 性 并 利用 (4. 25) 及 (4. 28) 式 易 知 , OG) 是 快速 衰减 的 . 把 (4. 32) 式 改写 
成 


d” Trw), 


po) = C DLG” w] = — DF (Ha 


由 此 即 得 (4. 29) 式 . 
充分 性 . 因为 0(z) 是 快速 衰减 的 ,所 以 
| bw) 去 | 一 10G) | dt <+ oc. 
对 (4. 29) 式 作 Fourier 变换 可 得 (4. 32) 式 , 因而 有 (4. 27) 式 成 立 , 即 wz) B 


A m 阶 消失 矩 . 
进一步 , 利用 (4. 31) 及 (4. 32) HA 


十 co A 入 
[ry a = mG (0) = (Dm 1900), 
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所 以 y() 没有 高 于 mm 阶 的 消失 矩 当 且 仅 当 | “6C dt #0. 
此 外 ,小 波 变换 用 卷 积 表示 即 


W ;(a5b) =F) so (=) 


e) ar = fx pab), (4.33) 


— 1 by M 
其 中 (2) rindi 二 ) 根据 (4. 29) 式 可 得 
— 、 n PhD 

Plt) =a de”! . 


交换 卷 积 与 微分 的 运算 次 序 , 可 得 
Wj(asb) = a” (= = 


AA = 


STAAR ELAR NHN sip. in, 如 果 函 数 SO 具有 
Holder 正则 性 , 且 小 波 gC) 具有 足够 高 阶 的 消失 矩 , 那么 在 细 尺 度 j 上 小 波 
系数 的 幅 值 | Cf sj) | 是 很 小 的 (参见 文献 [103]). 

由 此 可 见 ， 小 波 的 消失 矩 特 性 本 质 上 决定 了 该 小 波 逼 近 光滑 函数 的 能 
Hy 小波 的 消失 矩 阶 数 越 高 , 光滑 函数 在 小 波 展开 式 中 的 零 元 就 越 多 (实际 
小 波 变换 中 , 严格 为 零 的 小 波 系数 也 很 少 , 但 大 多 数 小 波 系数 都 可 在 一 定 精 
度 要 求 下 被 看 做 零 元 ). 这 就 是 小 波 能 够 广泛 用 于 数据 压缩 与 快速 数值 计算 
的 根本 原因 . 


4.4.2 Daubechies /j\ ik A935 K4 


现在 , 我 们 讨论 Daubechies 正 交 小 波 的 消失 和 矩 和 光滑 性 . 
个 值得 注意 的 事实 是 ，Daubechies 发 现 ( 见 文献 [49])， 对 任意 的 正 整 
数 N, 都 存在 2N 个 非 零 的 实 的 尺度 系数 上 o hie hon AUER Pg H 
支撑 区 间 为 L0,2N 一 1] 的 尺度 函数 和 小 波 函 数 . 为 方便 起 见 , 我 们 把 本 章 
4.1 ~ 4.2 节 中 的 符号 mo(z) 改 记 为 


2N— 
myz) = z: > h,z*, 
相应 地 ， 分 解 式 (4. D 也 调整 为 
my(z) = (2 +1)%Qn(), (4. 34) 
这 里 Qv(z) 的 次 数 为 N 一 1, 且 Qv( 一 1) #0. 
例如 , N = 1 (Haar) 和 N = 2 (Daubechies) 时 ， 相 应 的 多 项 式 分 别 为 


m(z) = fats), 
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mo (z) 一 a+? (1E3414), 


根据 (4. 34) 式 的 因 式 分 解 , 有 


Qi(z) = 十 ，QCo) 一 


由 my (z) 构造 的 尺度 函数 oy AR by O 均 有 以 无 限 乘积 形式 给 出 
的 Fourier 变换 . 事实 上 , 因为 mn(z) 的 系数 是 实 的 , H 
my (— z) 一 mnN (— z),， 


所 以 由 (C3.17) 和 (3. 37) RA 


LB 1 


十 co _ 
On (w) = [] mule '?), (4, 35) 
j=l 


dn w) =— eimy(— 2) Sn (). (4, 36) 
因为 mv( 一 1D) = 0, 所 以 办 (0) = 0. MF N>1, BH my(—1 =0, 所 以 
也 有 iy (0) = 0. 不 难 证 明 ， 
0， h=0,--,N—1, 
Px’ (0) = | N! (3 Qn D#0, k=N. (4.37) 
由 此 容易 得 到 如 下 结论 


定理 4.9 Daubechies 小 波 gn (t) 具有 NNK, BP 
k = 0, 1 人 一 1， 


0， 
ry d=2 NI (4, 38) 
一 2 N TNn 1), k= N. , 


证 根据 Fourier 变换 的 微分 性 质 ， 可 知 
FUE) Ww) 一 站 EF) (0). 
FES /CD = by), o = 0, 并 利用 (4. 37) 式 即 可 得 证 . | 
Daubechies J/M A] #R FE ALIA AY BOR AE. RE BOA) ok PA 
Jee FE REA RE BP BS inmh. N = 1 时 即 Haar 小 波 , 其 尺度 函数 和 小 
波 函 数 不 连 续 . N = 2 时 的 Daubechies 尺度 函数 和 小 波 函 数 是 连续 的 , 但 是 
显然 没有 光滑 的 导数 . N= 3 时 , 小 波 函 数 和 尺度 函数 均 连 续 可 微 . 当 N 增 


大 时 ， pD Al gy O 连续 可 导 的 阶 数 大 约 为 合 . 所 以 , 为 了 10 次 连续 可 导 ， 
需要 取 Na 50. 
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表 4-1 列 出 了 Daubechies 小 波 的 近似 尺度 系数 (N 为 1 一 4)， 其 中 六 一 
2 时 就 是 (4. 11) 式 中 给 出 的 系数 的 近似 值 . 


表 4-1 具有 1 一 4 阶 消失 和 矩 的 Daubechies 小 波 的 尺度 系数 
TAFE BY 
尺度 系数 h 
N=1 N= 3 N=4 
ho 1 . 683 013 0. 470 467 0. 325 803 
hy 1 1. 183 013 1.141117 1. 010 946 
hz 0 . 316 987 0. 650 365 0. 892 200 
hz 0 0. 183 013 — 0, 190 934 — 0. 039 575 
ha 0 0 — 0. 120 832 — 0. 264 507 
hs 0 0 0.049 817 0.043616 
he 0 0 0 0. 023 252 
hy Q 0 0 — 0. 014 987 


在 小 该 的 许多 应 用 领域 ,例如 图 像 压 缩 、 信 号 去 噪 与 奇异 性 检测 等 ， 消 
失 抢 是 一 个 重要 参数 . FEA N = 2 为 例 ， 详 细 分 析 消失 矩 在 计算 小 波 系数 
中 的 应 用 . 

根据 (4. 38) 式 , 当 六 一 2 时 , ys (2) 的 前 两 阶 (4 = 0,1) 矩 消 失 , 第 3 阶 


(& = 2) 和 为 一 方 Qs (一 1D， 由 前 面 的 讨论 可 知 ， 


_1 — Ltv3_1-¥3 _ v3 
QC 1) 3 g 4" 
这 样 ,ys (2) 的 第 3 阶 矩 等 于 


[pd =, (4. 39) 
我 们 想 用 这 些 逢 来 过 近 光 滑 函 数 的 小 波 系数 .可 以 发 现 , Mj 变 大 时 ,这 些 
系数 是 很 小 的 . 车 SO 是 光滑 且 二 阶 连续 可 微 的 , 那么 其 j,k 阶 小 波 系数 为 


too i , 
CG sk) = |T fO yp — dt 


=P" fato p dt. 


可 见 , 车 j 充分 大 , 则 积分 区 间 足 够 小 . FESH) 在 点 如 一 2 处 的 
二 阶 Taylor 展开 式 , 有 


. . . 2 . 
SOHIR) = (27k) + tf CHR) HESCO), 
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于 是 , 得 到 CG) 的 近似 式 为 
CG a [T (FIR) Hap ZAR) + LP FAR) 27 p (Dt de. 
(4. 40) 
我 们 看 到 , 右边 的 积分 只 需 计 算 pO 的 前 三 个 矩 的 积分 . AORTA STA 


KT (AS), 第 3 阶 矩 如 (4. 39) 式 所 示 , 所 以 可 得 到 最 终 的 结果 , 即 第 j,k 阶 
小 波 系数 的 近似 值 为 


5j . 
Cr 有 aE Ok). 


4.5 Coiflet 正 交 小 波 


我 们 知道 ，Daubechies 小 波 具 有 高 阶 消失 矩 , 但 对 应 的 尺度 函数 没有 这 
种 特性 . R. Coifman 在 1989 年 提出 这 样 的 想法 : 能 不 能 让 尺度 函数 g(t) 也 具 
Ap) 那样 的 消失 和 矩 特性 ? 但 是 要 保证 双 尺 度 方程 有 解 ， 互 (0) 了 关 0, Bp 
| ewarx o. 


所 以 g(t) ACES NARE, 于 是 只 好 考虑 OD 的 高 阶 消 失 矩 . 这 就 
是 说 , 我 们 希望 y(t) 和 g(t) 同时 满足 以 下 条 件 ， 


十 co 
Frya =0 (k=0,1,.,NC—1), (4. 41) 
A 
too 
[pd = 1, (4, 42) 
十 co 
| pd 一 0 Ck = 1,2,°°,N— 1). (4. 43) 


Daubechies 研究 了 这 类 小 波 的 构造 ， 并 命名 为 N 阶 Coiflet 小 波 . 
为 了 构造 具有 紧 支 集 的 N 阶 Coiflet 正 交 小 波 , 我 们 需要 弄 清 


Hw) = 4 Shy en ike 
REL 


应 该 满足 什么 条 件 . 
首先 , 条 件 (4. 41) ~ (4. 43) 依次 等 价 于 
JP (0) =0 (k=0,1,,N—-), (4. 44) 


gO) =1, (4, 45) 
P 0O =0 (= 1,2,+,N—]). (4. 46) 
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易 知 , 条 件 (4. 41) 或 (4. 44) 等 价 于 


iw, N 
Hw) = (二 一 ) Sw), (4. 47) 
其 中 S(w) 是 一 个 三 角 多 项 式 . 而 条 件 (4. 46) 又 等 价 于 
HË (0) =0 (= 1,2,.…,N— 1), (4, 48) 
或 者 * 
Hlo) =1+d—-e™)*T@), (4. 49) 


其 中 Tw) 是 一 个 三 角 多 项 式 . 
考虑 N= 2K, 其 中 天 是 正 整数 CN 为 奇数 时 可 同 理 分 析 ), 注意 到 


aes)" = ev ike cos2K e 


; | 


所 以 , 条 件 (4.47) 与 (4.49) 意味 着 必须 寻找 两 个 三 角 儿 项 式 Pi (o) 与 
Po lw), 使 得 


Pi lw) cos?” 3 = 1+ P; lw) sin2K F 


根据 定理 4.3 及 紧 随 其 后 的 讨论 , 容易 给 出 Pi (w) 与 Ps (ow) 的 一 般 表示 
式 . 特别 地 ，Pi (w) 可 表示 为 


Pi(w) = 5 四 pa (sin? gy + (sin? 2)" Fw), 


其 中 fw) 是 一 个 任意 三 角 多 项 式 , 其 Taylor 展开 式 使 得 
H(w) = (te) Pw) 


满足 
Hlo)? +|H@wt+n|? =1. 


2K~1 
Daubechies 在 文献 [48j 中 , 用 flw) = 5 fre” 将 该 Taylor 展开 式 简 化 为 
n=0 


求 天 个 未 知 数 的 五 个 二 次 方程 的 解 . 24K 较 大 时 , 方程 组 有 解 ,并 计算 了 
K 二 1,2,…,5 时 的 数值 解 . 图 4-1 一 图 4-5 给 出 了 相应 的 Coiflet 小 波及 其 
Fourier 变换 的 波形 ,也 给 出 了 相应 的 尺度 函数 及 其 Fourier 变换 的 波形 ， 可 
以 看 出 ，Coiflet 小 波 y(t) 和 尺度 函数 p(t) 都 比 同 阶 Daubechies 小 波 g(t) 和 
REE RE g(t) 具有 更 好 的 对 称 性 . 但 这 样 处 理 所 付 出 的 代价 是 : N 阶 Coiflet 
小 波 (具有 N BNA AF) 的 支 集 长 度 是 3N 一 1, m N BY Daubechies 紧 支 小 波 
的 支 集 长 度 为 2N 一 1 
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0.4 0.35 
0.3 0.3 
0.2 02s 
0.1 ` 
0.15 
-0.1 0.05 

-0.2 0 LW 

—2-1.5-1-0.50 0.5 1 1.5 2253 0 5 10 15 20 25 30 35 40 

(a) p(t) (b) Y%(0 的 Fourier 变 换 
0.3 0.4 
0.25 0.35 
0.2 0.3 
0.15 0.25 
0.1 0.2 
0.05 0.15 
0 0.1 
-0.05 0.05 
-0.1 0 

—2-1.5—1—0.50 0.5 t 1.5 2 2.5 3 0 5 10 15 20 25 30 35 40 
(c) p(t) (d) (0 的 Fourier 变 换 


4-1 2 By Coiflet 小 波 和 相应 的 尺度 函数 


L 1 
LSLS =_ ce 
OOo eS Sve 
NO StS Oe ON NO 

e 272,9 

OPH OPNOWS 

A = a Oe 请 


0 人 个、 — 
“6 -4 -2 0 2 4 6 0 5 10 15 20 25 30 35 40 
(a) p(t) (b) (00 的 Fourier 变 换 


5 10 15 20 25 30 35 40 
(c) p() (d) p(0) 的 Fourier 变 换 


4-2 4 阶 Coiflet 小 波 和 相应 的 尺度 函数 


1 
> 
1 
ie) 
© 
wu 
> 
a 
o9 
© 
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03 0.4 
.25 35 
0.2 035 
0.15 
0.1 0.25 
0.08 0.2 
0.15 
Pon 0.1 
-0.15 0.05 

-0.2 0 o> 一 
-8-6-4-20 2 4 6 8 10 0 5 10 15 20 25 30 35 40 
(a) p(t) (b) yw(0) 的 Fourier 变 换 

0.25 0.4 
02 0.35 
= 0.3 
0.15 0.25 
0.1 0.2 
0.05 0.15 
0.1 
0 0.05 
-0.05 0 

-6-4-2 0 2 4 6 8 1012 0 5 10 15 20 25 30 35 40 

(c) p(t) (d) pg(1) 的 Fourier 变 换 


图 4-3 6 Bf Coiflet 小 波 和 相应 的 尺度 函数 


0.25 0.4 
ME 0.35 
0.1 035 
0.05 ， 
0 0.2 
-0.05 0.15 
-0.1 0.1 
-0.15 | 0.05 
-0.2 0 


-15-10 -5 0 5 10 15 0 5 10 15 20 25 30 35 40 
(a) y(t) (b) w(1) 的 Fourier 变 换 
0.2 T r 0.4 
0.35 
0.15 03 
0.1 0.25 
0.05 ois 
0 0.1 
0.05 
-0.05 0 
-10 -5 0 5 10 12 0 5 10 15 20 25 30 35 40 
{c) pr) (d) p(0) 的 Fourier 变 换 


图 4-4 8 阶 Coiflet 小 波 和 相应 的 尺度 函数 


习题 4 141 
0.2 0.4 
0.35 
0.1 0.25 
0.2 
0.05 0.15 
0 0.1 
0.05 
-0.05 0 > — = 
一 10 -5 0 5 10 15 20 0 5 10 15 20 25 30 35 40 
(a) p(t) (b) w(K Fourier 

1.2 0.4 
1 0.35 
0.8 0.3 
04 0.2 
` 0.15 
0.2 0.1 
0 0.05 
-0.2 0 

-—12-10-8-6-4-20 2 4 6 810 0 5 10 15 20 25 30 35 40 

(c) VD (d) o()AIFourier3E $ 


图 4-5 10 Bt Coiflet 小 波 和 相应 的 尺度 函数 


习 题 4 


1. 什么 是 Meyer 型 小 波 和 Daubechies 型 小 波 ? 二 者 有 何 区 别 与 联系 ? 
2. 证 明定 理 4. 3. 
3. {V j EZ) ZL? R) 的 一 个 OMRA, 其 生成 元 为 p(t), 证 明 ; 如 


N 
果 ot) 是 有 限 双 尺度 方程 g(t) = 》) hagp(2t 一 k) WH, MA 
k=0 


N 
D hhn = 28n0 (n € Z), 
k=0 


N 
Hh, 一 2， 并 举例 说 明 其 逆 命题 不 真 . 
k=0 
4, 已 知 尺 度 函 数 p(i 的 Fourier 变换 为 


sw 
sin =, 4 


Pw) = 16( —) 
(1) 请 写 出 p(t) 的 有 限 双 尺度 方程 . 
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(2) 求 相 应 的 小 波 y(t)， 并 证 明 YO) 不 是 正 交 小 波 ， 
5. Re) ELR 满足 有 限 双 尺度 方程 


N 
g(t) = J hspl2t—n), 
n=0 


1% +00 
相应 的 符号 为 PCz) =D hz" APEC 已 知 | pod =1, BPC) 
n=0 
满足 : 
a) PQ) = 1; 
(2) |P(z)|? 二 |PC—z)|:=1, |1z1=1; 
(3) Ple™) 40, 当 一 S<r<t 时 . 


证 明 : (pak), k EZ) 是 一 个 标准 正 交 系 . 
6. Re) ELR, EA: 满足 条 件 2) | hn | 二 V2 的 双 尺 度 方程 
nEZ 
okt) = J hyp (2t— n) (AEM g(t) = 0. 


n€Z 

7. HA: ERKEN ANLAR h PA n<0 H n>3 t h, = 

0) 都 可 表示 为 | 

_ 1 十 V2cosa 
2 


_1+¥2sine _ 1—V2cose 1 一 V2sinwa 
rr aa 


ho 
其 中 a ER. 


2N-1 
8. i py (2) Æ Daubechies Ait, PN(z) => D pez* 是 相应 的 双 尺 度 符 
k=0 


> hy s h= 


D 对 于 NN 二 3, 求 满足 (1 十 z)NAQN(Cz) = PN(z) 的 多 项 式 QC). 
D 对 于 NN 二 4, 求 满足 (十 z)NQN(z) = PN(z) 的 多 项 式 QC). 
9. 计算 长 度 为 6 的 紧 支 正 交 小 波 ， 即 D6 小 波 . 
0. 证 明 (4. 37) 式 , 即 
k=0,1,.…%…,N—1, 


0, 
DP (0) = 
on | N! (3 an 140, k=N, 


11. 利用 yn Ct) RO A EE H : 


[gd =- 3. 


12. % p(t) Æ L'R) 的 一 个 OMRA HAA RX SHERI, (hn) 是 相 
SAY ARIE REAR, OO) 是 由 (4. 2) 式 定义 的 正 交 小 波 . 证 明 ; 对 任意 正 整 
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BN, FR 4 个 命题 相互 等 价 : 
Loo 
a | Aydt =0, k=0,1,2,…,N—1; 


(2) m (一 1) 一 0， k = 0,1,2, N— l; 


(3) Se Dnth, =0, k=0,1,2, 1, N— 1; 
n€Z 


(4) 存在 一 个 周期 为 1 的 三 角 多 项 式 To). 使 
m (et?) 一 (EET. 


13. Ret) Æ L’ R) 的 一 个 OMRA 的 具有 紧 支 集 的 生成 元 , YO 是 相 
应 的 正 交 小 波 . 证 明 : WROD AANH RAR, 那么 Yn E Z, ?2 天 0， 有 
PP (n) =0, k=0,1,2,.",N—1. 
14, 设 p(t) € L?(R) 是 Daubechies 小 波 所 对 应 的 尺度 函数 ， 满 足 


N—1 
gt) = D hpl2t— k), 
k=0 


支 集 为 有 限 区 间 [a,6| 的 连续 函数 f(t) COR) 可 表示 为 
fi) = > aup( 人 一 后. 


kEZ 
A fllo = max | f], 证明 : 
axt<b 


N-1 2 
(1) | Mag, <NIFIE Vell 


N-1 
D | Mage—-b | <NI fle leli leles; 
k=0 
(3) #suppf=[0,N], E fO FEAR, N 


1 
leli lgl > zyr 


N 
15. 设 长 度 为 N 十 1 的 有 限 滤波 器 Ho) => >) me (w E R) 满足 
k=0 
HO) =1. 
te . 
D 证 明 : 无 穷 乘积 [] H(2%w) (oo, too) 上 处 处 绝对 收敛 , 且 内 
j=l 
闭 一 致 收敛 


-boo 
(2) 4 人 Co) = I HOw), 而 p(t) 是 Glw) 的 Fourier BKK, 证 明 : 


j=l 


N 
ot) 是 有 限 双 尺度 方程 p(t) = X holt — k) 的 紧 支 解 . 
k=0 


Daubechies 正 交 小 波 


144 
16. 续 上 题 . A= (az) 是 (2N 一 1) X (2N 一 1) BE, 其 中 


N 
= he hp zn, —~N+1< je <N-l1. 


k=0 
又 设 Hla) 还 满足 
| Hl |? +| Hlw+ n|? =1, VwER. 


证 明 : 

(1) 4 一 2 是 4 的 特征 值 ; 

(2) WRA NRT HE A 一 2 HET SMASH ET 1 1, AB 
{opt—k), k E€ Z) LR 中 的 一 个 标准 正 交 系 . 


SOS ” 非 正 交 小 波 


正 交 小 波 虽 然 具 有 光滑 性 、 时 频 域 的 局 部 性 等 优良 特性 , 但 正如 我 们 在 
前 两 章 已 经 看 到 的 , 正 交 小 波 的 构造 确实 相当 困难 , 而 且 表 达 式 一 般 也 比较 
BR, 其 至 写 不 出 表达 式 . 本 章 介绍 一 类 要 求 比 正 交 性 条 件 更 宽泛 的 小 波 ， 
即 所 谓 的 非 正 交 小 波 ， 主 要 包括 二 进 小 波 、 双 正 交 小 波 、 半 正 交 小 波及 小 波 
框架 等 . 


5.1 二 进 小 波及 其 构造 


511 半 离 散 小 波 


设 gt) E L2(R) 是 一 个 基本 小 波 , 对 于 ab E R, 得 连续 小 波 
(=), a #0. 


fs lt) = Fo 
车 同时 对 参数 a, b 作 离 散 化 , 就 得 到 离散 小 波 . 最 常用 的 离散 小 波 是 取 a= 


2m, b= om 的 特别 情形 ， 即 


pua) = 22 t — n), mn€ Z. 
所 谓 半 离散 小 波 就 是 只 对 参数 < 离散 化 ,而 5 不 作 离散 处 理 . 特别 地 , 我 们 对 
a 一 2 7 这 种 二 进 离散 感 兴 趣 . 

下 面 我 们 讨论 这 种 半 离 散 小 波 具 有 哪些 特性 ， 

我 们 知道 , 参数 a 既 决 定 小 波 的 频谱 结构 ,又 决定 时 、 频 窗口 的 宽度 . 设 
jw) 是 一 个 窗口 函数 ，4A? 是 其 窗口 半径 , 现 将 OW) 的 窗口 中 心 取 tg = 
3A2, WH a = 27 时, dm, (wo) 的 窗口 为 

[tg + 2"—2"AGZ, tg e 2"™+2"AZ] = Ler" Ag, 27 Ag], 
H m PORE EAT, om o Co) 的 窗口 恰好 填 满 正 实 轴 (0, +00), 所 以 对 a 
作 离 散 化 a = 2 ”处理 , 实际 上 是 把 正 频率 轴 作 了 一 个 二 进 划 分 , 这 比较 符 
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合 工程 的 需要 . 
对 于 连续 小 波 , 如 果 已 知 信号 (CO 的 连续 小 波 变换 三 /ap)， 那么 就 可 
以 通过 逆 变 换 ( 反 演 公 式 ) 求 出 fC), Bp 
十 co (-+co — 1 
f(t) = | | Wha faa 让 da db. 
这 就 是 说 , 在 对 O 作 小 波 变换 后 保留 了 O 的 全 部 信息 . 


对 于 离散 小 波 变换 WW (2”, 功 )， (Wà) ，_， 所 包含 的 信息 ， 
当然 要 比 {Wj(a,5), a 闫 0, asb E R) 所 含 的 信息 少 了 很 多 . 但 如 果 增 加 条 
TE Pron (D2 mn E Z) HRL CR 的 一 个 标准 正 交 基 ”, BBA, 由 f(z) 的 离 
散 小 波 变 换 仍然 能 够 重建 原 信 号 

f@ = p Cf man) day D> 
这 里 的 系数 Cr Gn, n) 恰好 就 是 a 的 离散 小 波 变 换 
Crlm,n) = Ww, (2 am) 3 mn (< Z. 


所 以 , 要 从 离散 小 波 变换 来 重建 信号 f(t) 时 ,“ 正 交 性 ”这 一 条 件 是 不 可 缺少 
的 . 

现在 对 于 半 离 散 的 小 波 变 换 { 歼 /(2-” ,56), mE Z, bE R) 所 包含 的 信 
息 , 比 连续 小 波 变换 (Wj(a,65), a 关 0, a,b E RR} 少 了 很 多 信息 , 而 相对 于 正 
交 小 波 来 说 , 又 缺少 了 正 交 性 这 一 条 件 . 那么 , 如 果 已 知 {W/(2™™ ,5b), me 
Z, b €R), 能 否 重 建 信号 S/O W? 当然 , 对 于 缺少 信息 的 情况 要 重建 0), 
就 得 加 上 一 定 的 条 件 来 弥补 . 
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在 连续 小 波 中 仅 对 参数 a 作 二 进 离散 化 a = 2 ,相当 于 对 正 频率 轴 作 
了 一 个 二 进 划分 ， 比 较 符合 工程 实际 的 需要 . 这 种 介 于 连续 小 波 和 离散 小 波 
之 间 的 半 离 散 小 波 只 要 满足 一 定 的 条 件 就 是 二 进 小 波 , 它 也 是 一 种 常用 的 小 
波 . 下 面 先 介 绍 二 进 小 波 的 定义 , 再 讨论 它 的 性 质 . 
定义 5.1 HARYA ELR, 如 果 存 在 常数 A,B, 使 得 
o<AS D Ym |? < B<400, (5.1) 
mEZ 


则 称 Yt) 是 一 个 二 进 小 波 ， 称 (5. 1) 式 为 稳定 性 条 件 . 
定义 5.2 BO ELR, gD) 是 一 个 二 进 小 波 , 则 把 


m [+o ~ 
W (2-5) = (fC0) ,gam s(t)) = 281 Fe) Jt — Zb) dt 
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称 为 fC) 的 二 进 小 波 变 换 . 


下 面 的 定理 说 明了 稳定 性 条 件 和 可 允许 性 条 件 (2. D 的 关系 . 


因为 
-1 | G2) |? 2 |9 — 2w) |? 
> wer do = yf wl? a 
mEZ mEZ w 
_ gii |p — w) |? deo 
mez” w 
Se 2 
= [i w) | dew 


FRACS. 6) 式 即 得 (5. 3) 式 . 
又 因为 


+00 | Fw) |? fo gwl? +00 | bw) |? 
[oe RT deo f EE dot | ET w 


— | w| 


且 由 于 


定理 5.1 g(t) ELR 是 一 个 二 进 小 波 ， 则 
Ain2<f WO! 4, < ping, (5.2) 
aan 2 
Aina<[~ WOO! y<Binz, (5. 3) 
w 
因而 g(t) 是 一 个 允许 小 波 或 基本 小 波 . 
证 因为 gC) 是 二 进 小 波 ， 所 以 稳定 性 条 件 (5. 1) 成 立 : 
AS [gw |? <B. (5. 4) 
mez 
两 边 同 乘 以 二 ,并 在 区 间 [1,2] 上 积分 , 得 
Ainz< > [. goo!" 4, <Bin2. (5.5) 
meZ w 
又 因为 
—m 2 一 mm 十 1 S 2 
5f Were!’ wl u= X a Le w= fi” BoE y 
mEZ 0 w 
”代入 (5.5) 式 即 得 (5. 2) 式 . 
再 将 (5. 4) 式 两 边 同 乘 以 一 二 , 并 在 区 间 [ 一 2, 一 1] 上 积分 , 得 
E 分 r D 一 ma 2 
Am2< D [O WET ,< Bing, (5.6) 
mEZ -2 Tw 
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p_ Lol? gfe ol, 
oO Tw 0 w 


因此 有 
[=F Howl dw < 2Bln 2 <+ 00, 


MTRERIEO. D AE, SEDI KO 是 允许 小 流 I 

这 个 定理 表明 ， 一 个 函数 J(1) E LE(R) ， 只 要 满足 稳定 性 条 件 ， 就 可 以 
称 之 为 允许 小 波 , 因而 具有 小 波 的 所 有 特性 . 

前 面 讲 过 ， 一 进 小 波 变 换 (W/(2 下 ,b)，m © Z, b ER) 与 连续 小 波 变换 
(W (a,b), a 0+ a,b E R) 相 比 要 缺少 一 部 分 变换 信息 ， 这 就 通过 稳定 性 
条 件 加 以 弥补 , 因此 ， 由 二 进 小 波 变 换 的 信息 

{(W,(2",b), mE Z,bER) 

仍 可 反 演 出 f(z)， 下 面 就 来 阐明 这 一 事实 . 先 解释 两 个 符号 . 

H pym p CE) = 22 2" — 2"), 所 以 FCC) 的 二 进 小 波 变换 可 以 用 卷 积 
来 表示 : 

W (2b) = FE) spyn D)) 


十 co m 一 
= [T pen2? gare — 270) de 
十 co _ 一 
= | /2 rO) de 


= 22(f * Y 2 -)) (b). 
这 里 , H RARE, 而 fx 从 一 2 ORRIO Sy 2") MBAR, BR 
的 结果 是 5 的 函数 . 此外, 记号 g 2"(- t) 表示 以 一 如 (zx 一 已 ) 对 变量 
工 的 Fourier 变换 ， 即 
入 十 co . 
jore =) = | Wr De de, 
有 时 也 记 作 K 2" (+ —2)) (w), TRI EE o 的 函数 . 


定理 5.2 KSC) ELR, $@) 是 一 个 二 进 小 波 ，W/(2 ,站 是 f(t) HS 
进 小 波 变 换 ， 则 有 反 演 公式 


fe) =D [C ËW cao) (2p (2% — 2") dp, (5.7) 
meZ” T ‘ 


KE, OE 
jw) 


pw) = ES 
P Tp 
REZ 


(5. 8) 
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的 Fourier i# # 2. 
证 首先 , 由 (5. 8) RA 


pC 
(2 Jy* (2 ) 一 人 一 
ay ve ~ > 5 | gaa) |? 
REZ 
Sy bee) |? _ 
nez >, |QC2"w) |? 
n€Z 
为 表述 清楚 且 方 便 起 见 , 记 
Wem, b) = 22 Wy(2™ ,6b) = Of + KO 2” )) O), 
人 ~ 
则 根据 Fourier 变换 的 性 质 (f x g) (wo) = 六 ou) .8Cw)，, 可 得 
W (mw) = 2" fw) © D 2” +) Cw) 
一 2" KOJ p 2t) e dt 
= GO plu) eiC2 Tou du 
= K| pd TA du 
= Nw) w). 
又 记 ED) = 2p" (C2794 — 2), W 
Bw) = | By? Oh — Pee a 
= ew Payee" dy 
— iaf y* bude i “wu du 
= eet G * (2w). 
根据 Parseval 等 式 , 得 
D [T OIW co oy) (27g a — 2"5)) db 


meZ 

= 5 [Wy 6,6) FB ab 
ne 
=- 去 D Wy (rns) ECw) dw 


Z D [Ped peog odo 
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LL Ea ww 
= El we Lie wer (2%) de 


= LST Koidu = FO. (5.9) 
2rJ 一 
a 
在 反 演 公式 (5.7) 中 出 现 了 一 个 与 y(1) 有 关 的 函数 y* (1), 那么 这 样 的 
yg* (t) 有 什么 特点 呢 ? 
定理 5.3 By) ELR) 是 一 个 二 进 小 波 ， 则 
pw) 
> | pw) |? 
REZ 
的 Fourier i# § 4 y“ 0) 也 是 一 个 二 进 小 波 . 


证 因为 y(z) 是 一 个 二 进 小 波 ,， 所 以 存在 常数 A,B, 使 
0<AK DY) Gta) |? KB <t 00, 
kEZ 


一 方面 , 根据 Parseval Fst, 有 


好 (w) = 


Lee pe 2 
[oly | dem [ld | w= 4" n dw 
AEZ 
1 Hs 24 —_ 1p” 2 
<el lgo] dw az]. ol dt 
<+ 00, 
所 以 y* @) ELR. 
~ pow) 2 Dw) |? 
* (2w)? = | 一 E 
dale (2) | > Diera]? >” D o)? 
gaa) |? 
mEZ 1 


Eero | Sper?’ 
n€Z n€Z 
所 以 , o* ( 满足 稳定 性 条 件 
1 on’ —m 1 
o< BS Me (20) |? <4 <teo, 
因此 , y* (4) 是 二 进 小 波 . 国 
5. 1.3 二 进 小 波 的 构造 
二 进 小 波 的 构造 比 正 交 小 波 简单 得 多 , 稳定 性 条 件 (5. 1) 很 容易 满足 . 
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考虑 到 实际 应 用 ,当然 要 求 二 进 小 波 的 表达 式 简 单 , 并 且 与 正 交 小 波 一 样 ， 
具有 光滑 性 、 时 频 域 的 局 部 性 , 还 希望 具有 对 称 性 .作为 例子 , 下面 介绍 一 - 
种 利用 B- 样 条 构造 二 进 小 波 的 方法 . 

根据 定理 3. 14 和 定理 3.15, m 阶 B- 样 条 N,。(i) BA PIPER: 

(1) Na = (Noa * NDO, 故 Ni Cw) = (Ny Cw). 

(2) Ni(t) BA m— 2 阶 连 续 导 数 . 


十 co 
(3) 0<N,() <1, 且 | N,, (ede =1. 
(4) N,@ 关于 1 == + 轴 对 称 . 
(5) supp Npa (CD = [0,m], BN,,(t) EloF | 上 单调 上 升 ， 在 :一 到 


时 ， 达到 最 大 , 在 [党 ,m | 上 ,单调 下 降 . 
现在 , 利用 B- 样 条 的 这 些 性 质 来 构造 一 种 二 进 小 波 . 令 
gw) = Nalo —m) +N, (w— 1.5m), (5. 10) 
下 面 证 明 p(w) 的 Fourier 逆 变 换 p (2) 是 一 个 二 进 小 波 . 
首先 , HAN, (za 的 性 质 (5) 有 
supp{N,,(@—m)} = [m, 2m], 
supp{N,, (@— 1. 5m) } = [1. 5m,2. 5m], 


从 而 
supp ba) =[m,2. 5m]. 
根据 Parseval 等 式 ， 得 


十 co 2 _ 1 十 co a 2 —_ lt 2.5m A 24. 
[Eb ae = fT Go [do = EE” Gee [Pde 
- 3 2.5m _ 2 
< IN, — m) |?dw 
< Bf | Ny Ge) [do <+o, 

TJ —oo 


因此 yg (2) E LR). 
再 证 明 对 于 任意 正 整 数 m, 存在 常数 A,B 使 
0<A< D G2 %u) |? <B <+ o, (5.11) 
JEZ 


对 任意 取 定 的 o 考虑 级 数 >， |w) 1? 的 非 零 项 . 
jez 


由 于 supp Cw) = [ms2. 5m], 所 以 当 且 仅 当 Zim Mw <2 Sm 时 ， 
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Pw) 关 0， 因 此 级 数 有 且 仅 有 两 个 非 零 项 ， 又 因为 
(CDL | Ng (2% —m) |+ | Nu (24a — 1. 5m) | <2, 
所 以 
ST | p(2 Fw) |? <8 = B. 


JEL 
这 就 只 需 证 明 存 在 常数 A > 0， ED iol? >A. 
由 于 Np lo — m) 的 非 零 区 间 为 [mm 2m, Nlw 一 1.5m) 的 非 零 区 间 为 
[1. 5m,2. 5m], 所 以 在 [ms1. 5m] Es Po) = N,,(w—m), A go) 单调 上 
F, 在 [2m ,2. 5m] E, jw) = Nn CwO— 1. 5m), 且 单 调 下 降 . 如 图 5-1 PRA. 


p(w) 


Nn(o—m) 
Nm (@~ 1.5m) 


O m 1.5m 2m 2.5m w 
5-1 


对 于 任意 给 定 的 w， 必 存在 一 个 jo, 使 得 2w E [m,2. 5m], 现 将 pw) 
的 非 零 区 间 分 为 三 段 ， 
[m,1. lm] U (1. 1m,2.4m) U [2. 4m,2. 5m], 
应 地 ， 分 三 种 情形 估计 2 o)? 的 下 界 . 
Cl) ewe Cm. Im], 则 o E [2m,2. 2m], 而 p(w) 在 [2m， 
2. 5m] 上 单调 下 降 ， 所 以 有 
2 | Quy) |? > | GH w) |? > |E 2m) |? = | N,,(0. 7m) |? 
an E 2w E (1. 1m,2.4m), W 
D liw)? > | Pw |? 
JEZ 
= | Na (2 w — m) + N,,(2/°w— 1.5m) |? 
- > | Na C0. Im) |?. 
dD #2 w E [2. 4m2. 5m], W 27w E [1. 2m,1. 25m], 而 VCw) 在 


[1. 2m, 1. 25m] 上 单调 上 升 . 所 以 有 
> | PCa) |? S | PCR) |? SS | PCL. 2m) = | Nz, (0. 2m) |, 


JEZ 
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现在 取 
A = min{ | Np (0.7m)|?, | Na (0. 1m) |2, | Nn O. 2m) |?} 
= | Np C0. 1m) |2, 
则 对 以 上 三 种 情况 都 有 o)l SA, 因此 (5. 11) 式 成 立 . Be p(w) 的 
JEZ 
Fourier 道 变换 内 (2) = F Ko) 是 一 个 二 进 小 波 . 
最 后 , 求 出 gO 的 解析 式 . 因为 
FCR) ) = FCN, Cw — m) 十 Noa(w 一 1.5zo) 
一 em Ct) 十 eit Smt Q (t) 


= (eimt te me (sin 4/4) 


= (了) (sin 4) Cem 4 emim), 
根据 Fourier HERRE, DA 
FEO = FSC D), 
所 以 
pE) = FO jw) = FGC w)) 


= A(Z)" (sing) ehs + com, 
可 见 p O 是 一 个 形式 简单 、 性 质 良 好 的 二 进 小 波 , BEEE ER 
数 . 根据 需要 , 我 们 还 可 以 进一步 把 它 改造 成 为 一 个 实 函数 . 
#4 hw) = pw) +o w), 其 Fourier WERA ga), Il 


y(t) = F711, (wv)) = EFG, (—w)) 
lp IKs 
= FGC o) +5-F GO) 


一 HEY (sin 5) Ge Smt 十 gidmt ) 


an\ t 2 

+Z) (sing) (EY 4 ei2mt ) 
1 (2) (sin : "(em co 十 ei2mt to) 
= i(4)" (sin +) (os mt 二 cos 2mt). 
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容易 证 明 ， 


[iora 3 (4)"(sin gs)" 


8 (+ /sin t 
Se t 


因此 y(t) E LR). 另 一 方面 , 根据 (5. 10) 与 (5. 11) 式 , BRA 
0<A< SIG, (2%w) |? < 2B <+. 
JEL 


由 此 可 见 , gO 是 一 个 实 的 二 进 小 波 ， 其 图 像 如 图 5-2 所 示 . 


2 
COS Smt + cos 2mt| dt 


ae <+ oo, 


5-2 ” 实 的 二 进 小 波 ga) 


以 上 构造 出 来 的 二 进 小 波 具 有 如 下 性 质 : 
C1) pt) 充分 光滑 ; 


(2) y(t) 有 很 好 的 局 部 性 : Br cont, go) =O(5); 


(3) gw) 具有 紧 支 集 ; 

(4) y(t) 具有 对 称 性 . 

我 们 可 以 根据 问题 的 需要 , 通过 选择 m 来 控制 时 域 和 频 域 的 局 部 性 . m 
越 大 ,时 域 的 局 部 性 越 好 , 但 频 域 上 的 支 集 长 度 随 m 的 增 大 而 增 大 ， 频 域 局 


5.2 双 正 交 小 波 


现在 , 我 们 介绍 双 正 交 小 波及 其 构造 ， 双 正 交 小 波 是 从 小 波 反 演变 换 的 
角度 出 发 , 放弃 正 交 性 的 要 求 , 使 得 小 波 的 构造 比较 灵活 , 并且 在 局 部 性 、 
对 称 性 、 光 滑 性 等 方面 都 具有 更 好 的 性 质 . 
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5.2.1 反 演 公式 与 对 偶 


迄今 , 我 们 已 经 介绍 了 连续 小 波 变 换 、 离 散 小 波 变换 以 及 二 进 小 波 变 
换 , 这 三 种 小 波 变 换 都 有 相应 的 反 演 公式 , 并 且 这 些 公式 在 结构 上 很 相似 ， 
都 是 以 积分 或 求 和 形式 给 出 的 具有 核 函 数 y*(z) 的 逆 变 换 . 我 们 把 这 种 能 使 
小 波 变换 的 反 演 公式 成 立 的 函数 y*(z) 称 为 基本 小 波 ykt) 的 一 个 对 偶 小 波 . 
同样 也 称 oC) 为 p” (2) 的 对 偶 小 波 , 或 称 PC) Al p* (2) 是 一 对 对 偶 小 波 . 

因此 ， 对 偶 小 波 给 反 演 公式 赋予 了 新 的 意义 ,这 就 是 说 ， 一 个 函数 或 者 
fas fO 经 过 小 波 变换 后 ， 只 有 知道 了 相应 的 对 偶 小 波 ， 信号 的 重建 ( 即 
SO 的 反 演 ) 才能 实现 . 

对 于 连续 小 波 变换 的 反 演 公式 ; 

十 ce f+ 一 
fa) = gwen aol) 7; dadb, 

按照 对 偶 的 意义 , $O = 0" 2), RANK YO 为 自 对 偶 小 波 . 

在 二 进 小 波 变换 的 反 演 公式 

fee) = | (2B w cab) (2g (2t — 2"b)) db 
me 


中 , 因为 y* (GD 可 以 取 由 (5. 8) 式 所 确定 的 函数 > 
p(w) 
| gw) |? 
kEZ 
的 Fourier YEK, 这 是 一 个 二 进 小 波 , 所 以 yy* (D 是 yk2) 的 二 进 对 偶 小 波 . 
注意 二 进 小 波 的 对 偶 可 能 不 唯一 . 事实 上 , 我 们 有 


ow) = 


定理 5.4 RPO 是 一 个 二 进 小 波 ,， J* ( ER, 且 满 足 
ST | gt C2) |? <+00, 


mEZ 
则 gy* (2) 是 J(2) 的 二 进 对 偶 小 波 的 充分 必要 条 件 是 
D paw) p* (20) = 1. (5. 12) 
mez 


证 FW) = >) 9(2 mw)9* (2), 并 注意 到 (5.9) 式 , 则 对 任 一 
mEZ 
fH E LR, 反 演 公 式 (5.7) 可 写 为 
s= | Few SY o)" 2m ) de 
NT- mEZ 
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- | Fw) Fw) deo. 


rie 
再 利用 f(D 的 Fourier 变换 的 反 演 公式 , 因此 y* (9 Æ pO 的 二 进 对 偶 的 充 
分 必要 条 件 是 
LL Neds = gt HF) ew de 
这 又 等 价 于 FCw) = 1 即 条 件 (5. 12) 成 立 . | 
上 面 讨论 了 连续 小 波 和 半 离 散 小 波 的 对 偶 , 下 面 讨 论 离散 小 波 的 对 偶 . 
定义 5.3 PO ELR), 如 果 二 进 伸缩 与 整数 平移 系 {y, (2)) m,nez 
构成 L2 (CR) 的 一 个 Riesz 基 , 则 称 y(t) 是 一 个 Riesz 函数 ,简称 R 函数 . 
对 于 一 个 R 函数 YO), 如 果 存 在 y* (1) ELR, 满足 
(Gan Vik? =Omj ngs Vmnjsk EZ, (5. 13) 
则 称 oC) 和 y* (2) 是 互 为 对 偶 的 双 正 交 小 波 . 有 时 , ERLO Rp (OD) 为 一 
个 Riesz 小 波 ， 简 称 R 小 波 ， 
对 于 正 交 小 波 y), 本身 就 满足 (5. 13) 式 
(Prin Vik? = 6m * Ons Wms REZ, 
所 以 正 交 小 波 是 自 对 偶 的 , 是 双 正 交 小 波 的 特殊 情形 . 
定义 5.4 BVa) AV? } 是 L2(R) 的 两 个 GMRA, 而 g(t) Ag (#) 是 
相应 的 生成 元 ， 如 果 满 足 
(pt—m (一 7 一 on， Vmn€ Z, (5, 14) 
WE ot) 和 pq*(z) 是 一 对 对 偶 尺度 函数 . 
对 于 多 分 辨 率 分 析 {V;)}， 有 双 尺 度 方程 
g(t) = J h,o lt— n), 
nEZ 
lw) = PEDES). 
HTV?) 也 是 一 个 多 分 辩 率 分 析 ， 当然 也 有 双 尺 度 方程 
g(t) = Dy hig” (2t—n), 


$" (w) = RED (2), 


其 中 PC) = F Dha" SRE) =F) hie" (其 中 = 为 复数 ) 分 别 是 这 两 
nEZ neZ 


个 多 分 辩 率 分 析 各 自 的 双 尺 度 符号 . 
定义 5.5 ”如 果 双 尺度 符号 P) AR) 在 | = |= 1 上 满足 
P(z) R@) + PC(—z) R22) = 1, (5. 15) 
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则 称 这 两 个 双 尺 度 符号 P(z) ARG) 是 相互 对 偶 的 . 
尺度 函数 的 对 偶 和 双 尺 度 符号 的 对 偶 有 如 下 关系 . 


定理 5.5 {Vn} 和 {V} ) 是 L2(R) 的 两 个 GMRA, 而 g(t) fog" (1) 是 相应 
WERA, PC) 和 Rez) 是 相应 的 双 尺 度 符号 , 则 下 列 条 件 相 互 等 价 : 
(1) 尺度 函数 Ct) 和 gp* (1) 是 相互 对 偶 的 . 
(2) 对 任意 的 wE R,， 有 


2 人 (oo 十 24r) $B* (w+ 2km) = 1. (5. 16) 
REZ 


(3) 双 尺 度 符号 P) fe RCG) 是 相互 对 偶 的 . 


证 根据 对 偶 尺 度 函 数 的 定义 (5. 14) 式 及 定理 2.5, 即 知 条 件 (1) 与 条 
件 (2) 相互 等 价 . 下 证 (1) 与 (3) 等 价 . 注意 到 


Plo) = PEDE), $* Ww) = RBG" (2) 
利用 Parseval 25%, 有 


(ot — m),p*" (t—n)) 


1 


=>, EO p RIOT irw dey 


= EI PDL) RED Bt (2) Heda 


= Bedale POD RED ermal F)o" ($) 


_ 1 —i¥ iF) Gre NI a f w ax [w 
= HN P2) RCe '?)e zel ot 2kx o" (F +2kr) dw 
因此 , g(t) 和 op” (2) 是 相互 对 偶 的 当 且 仅 当 
Ôm = Ca —m) 9" t—n)) 


= hp Peet) RE Onde 
Hf Pee) RE i edw 


二 | ple 2) Rew Fired} 


1 2x ja —i2 ic ) 
-去 (| Ple'2) Rle P i odo 
2n\Jo 


+{* P(e '2) Ree Daoroedaj 
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= Bf (pee?) RoE) HPF) RO) Sed 
2r 0 


S PË) Re +Pp ei) Re 2) = 1, Vo € [0,20]. 
这 又 等 价 于 在 | xz | 二 1 上 有 
P(z) R@) + P(—z) R@2z) = 1, 
即 P(z) 和 RCz) 是 相互 对 偶 的 . | 
现在 讨论 对 偶 尺度 函数 与 对 偶 小 波 的 关系 . 设 
wt) = X ge 21 —k), 
kEZ 
g = D grg” (2t—k), 


REZ 
Hp g = C1 h of =C Dhia" gO Mo O EHER 
度 函 数 . 记 
Q(z) = 4S get ， S(z) = i5 geet 


2 £7 2 en 
则 
bo) =e D(L), 
J” (w) = sede (2). 
应 地 ， 有 


Vin = SPAN {Enr HD nE Z), Va = span(g t), n € Z}; 
Wn = Span{ pnn s nE Z}, Wa = span{ ymn (t)s n € Z}; 
Veri = Vn OWans Varn = Va OD Wi . 


定理 5.6 。 如果 尺度 函数 p(t) 和 gp* (1) 是 相互 对 偶 的 ， 那么 
(1) g(t) F gp (O 是 互 为 对 偶 的 双 正 交 小 波 ， 即 Ym,n,k,j CZ, A 
(Qin Vik? = Omj * Önk- (5. 17) 
(2) 具有 如 下 意义 的 正 交 性 : Ymon k EZ, 有 
Pnn Yme? = 0， 《gm bu) = O. 
这 个 正 交 性 也 可 表述 为 Vm | Wis Vn LW. 


证 ”整个 证 明 分 为 三 个 部 分 : 
CL) (Gan ms) = Önk- 
Cth) (Dan ,ng ) =0, (Onn Dab? = 0, 


双 正 交 小 波 本 时 一 159 


CM) (ps) = 0 (mn). 
WEC I). 对 任 一 mx E zZ, 利用 Parseval xk, 有 


x l A ~y 
‘Dian smk? = Zy Pmn s Pmk > 


WE mR E) ome Ge (E) o 
-He 

= | be G" i edo 

= bf Qe (L) gt (2 et Pad, 

= A ace DeL) sce Fg" (Set Pade 


LFN ein any Se e 2 6(2 +jn) 9" 3" (+x) + jn) gir ge 


T Zro 
JEZ 
把 求 和 指标 ; 按 奇 、 侦 项 分 开 , 并 应 用 (5. 16) 式 , 得 
(Gran » pink > 
= =z" (ax 62) Se DE w + 2x) 9 ($ + 2ln)é irw 


(EZ 


HQE) Se) G(F ttn) (Stat 2n) eos) dey 


LEZ 
= = 4f QC e2) Sle Sese Fy SC 一 这) crioraod 
又 由 定理 5. 5 可 知 , Q(z) 和 SCz) 也 是 一 对 对 偶 , 故 当 | = |= 1 时 ， 


Q(z) SC(z) QC z) SC z) = 1. 
(Qin smk? = AS iodo = Önk - 
FERC). 这 与 上 述 证 明 过 程 相仿 , 不 再 重复 . 
最 后 证 (有 L). 4Sn<yjh, 由 于 yn O E Wn CV), 而 由 已 证 明 的 (I)， 
AV; |W}, HW}; = span{Y% O), k E Z), 这 就 是 说 V; 中 的 元 素 均 与 
gh TESS, 所 以 
(Gan Dje? =0, Vnk EZ. 


(Gan Pe =0, VmkEL. a 
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对 于 双 正 交 小 波 OD 和 y* O, AA RRA Yur) mn E Z 和 
(bj, (t)s jek © Z) ERE LO 的 Riesz 基 , MU Vf) ELR, WHS 
展开 为 小 波 级 数 ， 

AD 一 2 cmprrlt) 或 fC =D) Chadian l). 


mnt mneZ, 


为 了 求 出 展开 式 的 系数 , 利用 双 正 交 性 条 件 (5. 17), 在 展开 式 两 边 用 gh (0) 
RE pa (2) 作 内 积 , 分 别 得 到 


(foie) = 2) Coan SYmn ie? = Ceo 


mneZ£ 
Copi) = p a inn Bin) = ch 
因此 ， 如 果 AD HIE WY, (Ds mn E€ Z) 展开 , 那么 展开 式 的 系数 为 
(六 0》， 即 . 
FO = D>) Popin? Yn D- 


mneZ 


如 果 f(t) EH anO min E D 展开 , 那么 展开 式 的 系数 就 是 (六 如 )， BD 
fC2 = > Jf Pron Yin O). 
特别 , 4 y(z) 是 自 对 偶 时 ， 就 有 
Jo = X) Sly prn t). 
mneZ 


把 二 CR) 中 的 任 一 函数 f(z) 展开 为 一 个 级 数 
fF) = YS} Cyan t)s 


mnEZ 


ARB Can} mines 唯一 ， 这 无 论 是 在 理论 上 还 是 在 实际 应 用 中 都 是 很 有 用 
的 .上述 讨论 表明 , Riesz NE pO HE 5 BROCE BR (yo (2), m,n EE 

Z) 能 构成 LCR) 的 Riesz 基 , L? CR) 中 的 任 一 函数 按 这 个 Riesz 基 展开 , 其 系 
数 唯一 确定 . 此 外 ，Riesz 小 波 y(z) 必 存 在 对 偶 小 波 gy* (12)， 其 离散 化 序列 
{Yan (ts man © Z) tA AKL? CR) 的 Riesz 基 , PRA Y,,, (1). min © Z) 的 对 
偶 基 . 


5.2.2 线性 相位 与 对 称 性 

当 信和 号 [CO 通过 一 个 具有 线性 相位 或 广义 线性 相位 的 滤波 器 时 ,其 输出 
音 号 不 会 产生 畸变 ,或 者 说 用 这 样 的 滤波 器 处 理 信号 时 可 以 避免 失真 . 那 
么 , 什么 是 线性 相位 呢 ? 线性 相位 与 对 称 性 有 何 联系 ? 

我 们 知道 , 对 于 实 函 数 fC) E LCR, 如 果 
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fla+ = fla—t), VteER, 
则 称 f(z) ETA t= a 具有 对 称 性 ; 如 果 
Ja 二 =— fla—t), VIER, 
则 称 f(z) 关于 点 上 一 < 具有 反对 称 性 . 
FE, 我们 先 引 进 线性 相位 的 概念 ,再 讨论 线性 相位 与 对 称 性 之 间 的 关 
系 . 
定义 5.6 BAR f(z) ELR), H Fourier 变换 Fw) 满足 
fiw) =] Fw) | oi, (5. 18) 
这 里 a € R 是 常数 , FStSoARK, WK fo 具有 线性 相位 . 又 如 果 
fla) = Blw) iD ， (5.19) 
这 里 Bw) ERM, ab € R 是 常数 ， 则 称 f(t) 具有 广义 线性 相位 . 
(5. 18) 与 (5. 19) 式 中 的 a 称 为 fw) 的 相位 . 


例 5.1 mi B- RNa 具有 线性 相位 ， HMR AEF CHER 3.5 
节 ). 这 是 因为 
E 


erigo = | Ñn (cw) | 2e, 


New) = 


定义 5.7 “对 于 实数 序列 {ax} C0, 如 果 其 离散 Fourier 变换 
Alw) = Jae 
REZ 
可 以 表示 为 
Alw) =| AW) | eo, (5. 20) 
这 里 | Aw) | ERARI (EZ, 符号 士 与 w 无 关 , WE a) 具有 线性 相 
fx. 如 果 A(w) 可 以 表示 为 l 
Alw) = Blo) i , (5. 21) 
这 里 ，B(w) 是 实 值 函数 , 6 E R, 1 € SZ, 则 称 (a4) 具有 广义 线性 相位 . 
(5. 20) 和 (5. 21) 式 中 的 LRA Aw 的 相位 . 
定理 5.7 BRO CE L2(R) 具有 广义 线性 相位 当 且 仅 当 PFO 
efla +t) = Ëf lat), tER (5. 22) 
的 意义 下 关于 a Ap, APPa bER 


证 iSO ELi(R) 具 有 广义 线性 相位 ,， 则 由 了 (2) 的 Fourier 逆 变换 以 
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及 (5. 21) 式 得 

fa 一 | Bw) eo that) eitw dw, 

es f(a—t) = | Bow) eito day, 
ESRPRER IESE, 并 注意 到 B(w) 是 实 值 函数 ， 即 得 (5. 22) R. 

反之 , 如 果 (5. 22) ARZ, 那么 对 其 两 边 取 Fourier 变换 , 得 
ez Aloi 一 ae Fa 一 De 和 一 eb fF Cw) dw, 

4 Blw) = e F (wy) el , 则 BCw) 是 实 值 函数 ， A fl) = Bw i™ 所 以 
f(z) 具有 广义 线性 相位 . 国 


如 果 f(z) 是 实 值 函数 , 则 由 (5. 22) 式 知 , it =l, 所 以 f(z) 是 对 称 或 
反对 称 的 . 由 此 可 得 如 下 结论 . 


推论 5.8 设 f(1) ELR ERARA, Fw) 是 f(t) 的 Fourier 变换 ， 则 
FD 具有 广义 线性 相位 且 吕 是 flo) 的 相位 当 且 仅 当 f(t) 关于 点 + 一 a 
是 对 称 或 反对 称 的 . 


时 域 上 的 对 称 性 或 反对 称 性 ， 在 频 域 上 表现 为 线性 相位 特性 , 这 似乎 很 
难 让 人 理解 下面, 我 们 再 举 一 个 简单 的 例子 , 来 说 明 它们 之 间 的 联系 . 

例 5. 2 Haar 小波 WO 关于 点 去 具有 有 反对 称 性 . 因为 YKt) 的 低 通 滤波 
器 为 


miw H 12 0, ’ 
Ha) = 148 -| Cw) le i w € [0,x] 
— | Hlw) le 2, wé[x.2r], 


所 以 ，Haar 小 波 具 有 广义 线性 相位 . 
定理 5.9 序列 {as)E€ L RAT RHIA k (eta) 在 
ea, = eaz, REZ (5. 23) 
的 意义 下 关于 1 是 共 思 对 称 的 ,其 中 bE R, LE LZ. 


证 (a) E71 具有 广义 线性 相位 , 则 (ax) 的 离散 Fourier Fi Alo) 满 
足 (5. 21) KR, 故 
ella) AC) = Blw) = Bla) = et A), (5. 24) 
即 得 (5. 23) 式 . ‘ 
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RZ, WRG. 23) 式 成 立 , 那么 (5. 24) 式 成 立 ， 因 此 有 


eleto A (ay) — a itlet)) Alw). 
& Blw) = elo) A (w), 则 Blo) 是 实 值 函数 ， 且 
Alw) = Bae | | 


推论 5.10 (a) CLE 是 实 值 序列 ，(a) 的 离散 Fourier 变换 为 A(w)， 则 
(ar) 具有 广义 线性 相位 且 ky Æ Alw) 的 相位 当 且 仅 当 {as) KF ky 是 对 
称 或 反对 称 的 , 即 ak = arry- 


由 于 正 交 性 、 紧 支 性 和 对 称 性 都 是 小 波 基 的 十 分 重要 的 优良 性 质 , 我 们 
自然 希望 正 交 小 波 能 同时 具有 紧 支 性 和 对 称 性 . 但 这 是 不 可 能 的 ， 因为 
Daubechies 已 经 明确 地 给 出 了 如 下 结论 : 


定理 5. 11 具有 紧 支 集 的 实 的 正 交 小 波 ， 除 Haar 小 波 之 外 ， 都 不 可 能 具有 
线性 相位 . 


证 设 ylz) 是 具有 紧 支 集 的 正 交 小 波 , M ylz) 的 滤波 器 系数 是 有 限 长 
的 , 不 妨 设 为 (ho shy ss ,hi 1}， 相 应 的 低 通 滤波 器 为 


1 L-1 . 
Hw) = = She. 
2 k=0 
令 之 一 ei ， 并 将 Hw) iA Pz), 则 
了 一 1 
P(x) = ae 
k=0 


根据 正 交 性 条 件 |HCo) |? + | H@+n |? =1, 可知 


[P(e |? + PG 2/2? =1, |z|=1. (5. 25) 
现在 记 
P,(z) = 1 Shart, P,(z) = L hee 9 
kEZ kEZ 
则 
P(z) = P, +271 P,e). (5. 26) 
将 P(z) 的 上 述 表示 式 代 人 (5. 25) R, 得 
|P, |? +|P, (22) |? =4, |z|= 1. (5. 27) 


iE YC) 是 实 函 数 且 具有 线性 相位 , 则 由 推论 5.8 知 y() 是 对 称 或 反对 
L-1 

PRAY. 注意 到 (3. 75) SODA, = 2, HA Ao shy ,…,h11) 只 能 是 对 称 序列 . 
k=0 
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于 是 有 
hy = hm- 
Ath.) 是 实数 序列 , 所 以 容易 推 得 
P(z) = zr! PO), |z|=1 
从 而 有 


P) HT P,e) = 2)? Pile?) Hz Po (2). (5. 28) 
车 一 1 为 偶数 , W27 PL?) AOE, M z P, CORE zH 
奇 次 寡 . 故 由 (5. 28) 式 得 
已 (z2) = gil P.G@?), 
P, (2) = 2 P,(2”), 
这 是 不 可 能 的 . 
若 二 一 1 为 奇数 , 则 由 (5. 28) RB 
P,(z2) = zt P,(z?), 
{ _ lzļ= 1. 
P, (2) = zt P,(2*), 


AEA (C5. 27) 式 得 
P2)? = | Pj)? = 4, Iz|=1. (5. 29) 


将 |P,(z?)|? 和 | PP,(z?)|? 展开 为 z 的 多 项 式 即 可 看 出 ,由 C5. 29) 式 只 能 推 
得 

ho =h =l, h = =h)=0. 
因此 , Ce) 是 Haar 小 波 . 这 就 是 说 , 除 Haar 小 波 外 , 实 的 紧 支 正 交 小 波 不 可 
能 具有 线性 相位 . 


5.2.3 紧 支 对 称 双 正 交 小波 


对 于 双 正 交 小 波 ， 由 于 放宽 了 正 交 性 条 件 , 我 们 可 以 选择 有 限 长 滤波 
器 , 使 之 具有 对 称 性 ， 也 就 是 说 ,我们 可 以 构造 紧 支 对 称 双 正 交 小 波 . 
Cohen, Daubechies 和 Feauveau F 1992 年 提出 了 一 种 构造 紧 支 对 称 双 正 交 小 
波 的 方法 , 简称 CDF 方法 . 现在 我 们 就 来 介绍 这 种 方法 . 
设 双 正 交 小 波 滤波 器 为 H(w) = F De FH w= FD e, 
kEZ REZ 


仿照 定理 3. 5 和 定理 3. 6 的 证 明 可 推 得 : 双 正 交 性 条 件 (5. 17) 等 价 于 
Sh Apron ”一 26,0 9 n E Z, (5. 30) 


kEZ 


或 
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Hw) H* @) + H(w+n) H* +n) =1. (5. 31) 
现在 考虑 具有 紧 支 集 的 双 正 交 小 波 . 为 确定 起 见 , 设 相应 的 低 通 滤波 器 
为 
Hw) = 1Sa, ei, H* (w) = SST ine ， 
n=N; n=L] 
其 中 ,Nz 一 和 Ni 十 1 与 Lz 一 上 十 1 分 别 为 及 (w) 5 H* (wo) 的 长 度 . 相应 的 高 
通 滤波 器 分 别 为 
1-L, 1—N} 


Go) = 4 > gre”, G*(w) = 4 >) gi, 


2 A, k=I-N, 
其 中 g, = (C Dihi ef = C Dhi HRRRENEAE 
由 归 一 化 条 件 : HO = H* (0) = 1, 及 双 正 交 条 件 可 推 得 HCx) = 
H* (x) = 0. 设 小 波 函 数 oC) 具有 NN 阶 消失 矩 ， 则 又 有 
Hlo) = (AE) re (5. 32) 


类 似 地 , 若 对 偶 小 波 y* O RAN MARE, 则 对 应 的 低 通 滤波 器 HE (cw) 
满足 


一 io 、 N* 
H* w = (EE) Fe (w). (5. 33) 


在 (5. 32) 与 (5. 33) RP, Pw) * wo) 均 为 变量 o 的 三 角 多 项 式 . 
在 介绍 紧 支 对 称 双 正 交 小 波 的 构造 之 前 ， 先 讨论 关于 滤波 器 Aw) 和 
H* (w) 的 长 度 之 间 的 关系 .为 简单 起 见 , 我们 约定 : 车 Ho) 的 长 度 N, 一 
N, +1 = 2M 为 偶数 , 则 取 Ni =—M +1 5 N, = M; 4 Hw) 的 长 度 
—N,+1=2M+1 AAR, WRN, =—M 5N; =M. XF H* w) 的 
长 度 也 作 类 似 的 约定 . 


定理 5. 12 (1) 车 滤波 器 AW) 与 H* (w) 均 为 奇数 长 且 支 撑 集 关于 0 对 称 ， 
则 它们 的 长 度 之 差 必 为 2 的 奇数 倍数 ; (2) HRB Hw) 与 H (w) 均 
为 偶数 长 且 支 撑 集 关于 序 对 称 , 则 它们 的 长 度 之 差 必 为 2 的 偶数 倍数 


证 这 里 只 证 (1)， 同 理 可 证 (2). h Hw 与 H* (w) 的 长 度 分 别 为 
2M+1 -5 2M* +1, ARMS M"*, Il 
一 Ni =N; = M, 一 上 = L; = M*. 
FHF {hy} 与 (hx } 均 为 实 序列 , 所 以 双 正 交 条 件 (5. 30) 可 改写 为 
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M 
SS hihip = 28,07 n= 001,25. (5. 34) 
k=—M 


# How) 与 H* (w) 的 长 度 之 差 2M 一 2M* 为 2 的 偶数 倍 即 M 一 M* = 2m, 

Hp m E€ Z, Won = m 十 M*， 则 (5.34) 式 左 端 仅 有 一 项 非 零 ， 即 

h-mhir 0, MAH ðm ,o =0 FA. 因此 M 一 M* 必 为 奇数 , 从 而 结论 

成 立 . | 
事实 上 , 还 可 进一步 证 明 : 滤波 器 HG) 5 H* (w) 只 能 是 同 为 偶数 长 或 

者 同 为 奇数 长 . 

定理 5.13 (1) 滤波 器 为 奇数 长 且 关 于 0 对称 的 双 正 交 小 波 其 消失 矩 阶 数 必 
为 偶数 ; (2) 滤波 器 为 偶数 长 且 关 于 疙 AAR MEK Isak II A SERRE 
必 为 奇数 . 


证 先 证 结论 (1). 设 五 (o) 为 奇数 长 且 关 于 0 对 称 , 则 


Hw) = 3 cos nw = $+ 2h COS nw, 


2 om 
从 而 
Oe 50 B= OL 25 
d? ite) yy > 
恒 成 立 . 由 于 AG) = 0, UR) 0 EB n 必 为 偶 


数 . ARINETAN AEN 
再 证 结论 (2). 设 Ho) 的 长 度 为 2M, H 


1 M 
Hw) = > 5 hei , 
n=—M+1 
由 于 Hw) Fy 对 称 , 因此 有 h, = hans 于 是 得 到 


_ig M 1 
Hw) =e ? hn cos (n—= ow = aw) bw) s 


n=l 


其 中 
iw M 1 
alo) =e 2 ， bw) = Sh, cos (n— Jo. 
n=l 
aP go m AE) = 0 对 于 任意 自然 数 >> 0 恒 成 立 , 故 


由 Leibniz 公式 得 : 对 于 任意 自然 数 n 有 
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n 2 
H@ (x) = 2) | 
k 


aD (x DY es 2n—2kt+-1) (x) 
=1 (2k— 1 


n 
A (2n) 
A Sd OEY (x); 
k=1 


HEY (n) = DegP oF Cr), (5. 35) 
k=1 


其 中 dge 5 ekor 均 为 非 零 常数 . 特别 地 , 取 n = 1, MARIAL? C = 
0 时 , HO Cr) = 0. 对 于 上 式 作 进一步 的 递 推 , 可 以 建立 如 下 结论 : MAW 


H bx) = OP (x) = = b(n) = 0 BY, 

H? (x) = H? w) = e = HO (n) = 0, 
同 理 可 得 HOH (r) = 0, RAW H 一 0， 所 以 使 得 H lw) ”天 0 的 
最 小 正 整数 n 必 为 奇数 . ARVE RAIE KENN A | 


下 面 , 我 们 讨论 紧 支 对称 双 正 交 小 波 的 构造 , 即 CDF 方法 . 
由 于 滤波 器 Ho) 与 H* ww) 的 长 度 具 有 相同 的 奇偶 性 ,所 以 我 们 分 两 
种 情形 讨论 . 
情形 I Hw) 与 H* Ww) 都 为 奇数 长 且 关 于 0 对 称 . 此 时 ， 有 
H(— w) = Hlo), H* (一 四 = H* Ww). | 
E Hw) A H* Ww) BIBRA N 和 NN*, 则 根据 (5. 32) 与 (5. 33) 
式 可 将 Hlo) 和 H* w) 表示 为 


Hw) = (cos 2)" Q(cosw)s 
(5. 36) 


H* w = (eos 和) Q* (cosw) >» 


其 中 Q(cosw) ,Q* (cosw) 为 cosw 的 多 项 式 . 
将 (5. 36) 式 代 人 (5. 31) 式 , 得 


, — L 
(cos 2)" Q(cosw) (cosa) + (sin gy Q(—cosw)Q* (—cosw) =l, 


(5. 37) 
其 中 ,二 一 和 十 NM 令 ? 一 sin g> 及 
P( sin? L) = Qcosw) Q (cosw) (5. 38) 


WW (5. 37) 式 可 改写 为 
(—y)!P(y)+y'PU—y = 
这 就 是 我 们 在 第 四 章 已 经 讨论 过 的 方程 (4. 9), 其 解 为 
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L 全 一 1 十 
Po = | r 


n=0 


其 中 , 多 项 式 U(y) 满足 UCy) 十 U(1 一 y) =0. 一 般 地 , 我 们 总 是 取 U(y) = 
0, 所 以 有 


y” + y'UCy)s 


lp — | 
Po = S| i "lyn (5. 39) 


n=0 
情形 Ho 5H (w) 都 为 偶数 长 且 关 于 去 对 称 . 此 时 ， 有 
H(— w) = e™H (w), H* (~w) = & 1H * Ww). 
A Hw) M H* Ww) WARENA A N 和 NN*, 则 根据 (5. 32) 与 (5. 33) 
式 可 将 Hlo) 和 H* w) 表示 为 


ws 2N+1 
Hw) =e ‘2 (cos s) QCcosw), 
(5. 40) 


w 2N* +1 
H* (ww) =e 2 (cos $} Q* (cosw), 


其 中 Q(cosw)-Q* (cosw) 为 cosw 的 多 项 式 . 
将 (5. 40) 式 代入 (5. 31) 式 , 得 


2L ~ 2L o 
(cos $) Q (cos w)Q* (cosw) + (sin +) Q(—cosw)Q* (—cosw) =1, 
(5. 41) 
Hh, L=N+N* +1. 
我 们 看 到 , 方程 (5. 41) 56.37) 在 形式 上 完全 一 样 ， 只 是 工 的 意义 不 
同 . 所 以 接 下 来 的 讨论 只 需 重 复 情形 I 即 可 . 这 就 是 说 , 对 于 情形 I 也 有 形 
如 (5. 39) 的 解 . 
于 是 , 利用 CDF 方法 构造 紧 支 对 称 双 正 交 小 波 的 主要 步骤 可 归纳 为 ， 
(1) 选取 上 , 利用 (5. 39) 式 写 出 PCy) 的 表达 式 ; 
(2) 将 Ply) 分 解 为 两 个 实 系数 多 项 式 因子 之 积 ， 其 中 之 一 作为 
Q(cosw)， 另 一 个 作为 Q (cosw). 不 失 一 般 性 , 设 Ply) AK, 个 实 根 ，K。 
THAR AR, B 


K, 


Pop = ATT o- wlio 一 2yRez, + |z, l2), (5.42) 

其 中 人 4 为 实 常数 ， K, 42K, =L—1. 则 每 一 个 实 根 对 应 个 一 次 因 式 , 每 一 

对 共 斩 复 根 对 应 一 个 二 次 因 式 . 可 见 ， 分 解 式 (5. 42) 为 我 们 提供 了 多 种 不 同 
形式 的 Q(cosw) 与 Q* (cosw). 

(3) 根据 L = N+N* (情形 工 ) 或 工 = N 十 N* 十 1 (情形 D 确定 正 


双 正 交 小 波 169 


整数 解 N 与 N*( 解 不 唯一 ). 将 每 一 组 解 (N,N* ) 与 上 一 步 所 确定 的 每 一 对 
因子 QCcosw),Q* (cosw) [RA C. 36) 或 (5. 40) 式 便 得 到 Hw) 和 H* Ww), 
从 而 构造 出 紧 支 对 称 双 正 交 小 波 . 
例 5.3 现 以 L = 3 为 例 , 说 明 上 述 CDF 方法 的 实现 过 程 . 
首先 , 由 (5. 39) 式 得 
Ply) =1+3y+ 67°. 
BR, PO) REIHER K =0, K = D, 分 解 式 唯一 , 所 以 我 们 取 


Qlcosw) = 1, Q* (cosw) = P(sin” gy. 


易 知 
2 w\ 32 -io — 187 niu | iw) 1 38 
P(sin 2)= ee + ey — Cele + i) $5, (5. 43) 
RE L=N+N* RL=N+N* +1 的 正 整数 解 (N,N*), 只 有 三 种 可 能 : 
(1) N=N* =1. 这 属于 情形 让 ， 此 时 由 (5. 40) 得 
1 


-w 3 . . 
Hw) = e 2 (cos 3) = aie +3618 434 ele), 


H* Ww) =e 72 (cos #)'P(sin’ 2) 


— i 一 idu _ On 一 i3w — 7 iw iw 
= z4: 9e Tee 4 A5e 
十 45 一 7eiw 一 Qee + 3e), 
(2) N=0, N* =2. 这 也 属于 情形 I, HEHH G. 40) 得 
Hw) = Feos $= EHD, 


H* (w) = ei (cos 2) P( sin’ $) 


= 
256 


+128 + 22e” — 220! — 3e + 3e'™), 
Zee N 5 N*, BUN=2, N* 一 0, WA 
w 5 
H(w)=e % (cos $) 


(3e 5" — 3e ite — 926130 + 22eTi2w 十 1286 


=L (er +507 4100 + 10-+5e +e), 


H* (w)=e 2 (cos $) P(sin? 3) 


=E (Be 1504 +2007" 420—1560 -+-3e%), 
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(3) N=1, N* 一 2. 这 属于 情形 [ ， 此 时 由 (5. 36) 得 


Hw) = (co os 9) = L(t2+er), 


H* lw) = (cos 2) P(sin? 2) 


— e ite — ~i 3w — ~i 2w iw 
= ase 6e 16e + 38e '” +90 
十 38e" — 16e' — Gel” + 3e'™), 
交换 N 与 N*, 即 N= 二 2, N* =1, WA 


Hw) = (cos #)' 


= E (ente + be +6 + dee + ei), 


H* (w) = (cos 2) P(sin’ s) 


— 1l 9,730 __ ~i 2w 一 too 
一 3543e 12e 十 5e + 36 
+ 5el@ — 12! 十 3eisw ). 


下 面 给 出 三 种 具有 实际 意义 的 特殊 双 正 交 小 波 的 例子 . 
Cl) 样 条 双 正 交 小 波 wO) =1, W 


Q* (cosw) = P (sin’ g), 


D 


从 而 有 


Hw) = (cos 2) 或 Hw) =e 2 (cos $ 


f ) 2N+1 


9 


其 中 NE i. 此 时 对 应 的 尺度 函数 (7) 分 别 是 关于 0 或 者 关于 部 对 称 的 B- 


ER, 因而 小 波 y(z) 也 是 具有 紧 支 撑 的 样 条 函数 . 
对 于 第 一 种 情形 ， 有 
2N [re 


H* Ww) = (cos 4)" | D3 


n=0 


n 
Et L=NAN*, N? ET. 对 于 第 二 种 情形 ,有 
L+n-—l 


n 


2N +1 {2 


H* Ww) = (cos £) >| 


n=0 


(e g)", 
Hp L= N+N* +1. 表 5-1 列 出 了 一 系列 双 正 交 小 波 所 对 应 的 低 通 滤波 
ee, 其 中 z= ei, 
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表 5-1 常见 紧 支 集 双 正 交 样 条 小 波 所 对 应 的 低 通 滤波 器 
N H(z) N* H* (x) 
1 | tatn 
2 
Zz 2 zl 1 z 2 2 
1 3 6 6 2t 216 16 
1 zte) 一 
3 -4 3 m 1 -11 -TIL 
5 2567 256" 128" "125 totrt” 
a 3 3 ag 3s 
1287 256° + 356 
doy, d i, 3,1 lz i 
2 37 十 本 = 十 二 十 二 = g? 
3 a 3 3 1 -219 1,45119 12 
A 128” 647” gt teat Teter BY 
3 343 4 
647 1 128? 
lp -1 5 5 s, 17 39 ， 1238 > 
2 [>e 2+) a 4 95 4 23 2 
人 1024% t50? 5127 5127 1024* t 
-11175 81 123 oa 
+356 256% jon? + 
2715 (35278 — 70277 — 30027 6 十 670z > + 1228274 一 
3126x-3 一 379627? + 10718z7! + 22050 + 107182 一 
37962? +--+) 
3 3 9 -2 7 -1,45,45 7 5 9 3134 
ry ee 7 Ga Ga 7 OY e 64? + Ga? 
5 s15 4, 19 .3 97 -» 13 1 ， 175 
; 5127 t5127 t5127 512% 2567 T256 
lı 175 _ 13 2 .97 34... 
3 ge t3 +256% 256% 512% T 
+3z+ 2 E 
ate) 7 274 (3577 — 105278 — 195275 + 865271 + 3362 % 一 
3489272 — 30727! +110254+110252—307 2 +--+) 
271 (— 63279 +189278 +.469277 — 191127 5 一 1308z 
9 | 十 9188z + 1140273 — 2967627? + 19027) + 87318 + 
87318241902? ++) 
| S _ 
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(2) 滤波 器 长 度 比 较 接 近 的 情形 ”一般 情 况 下 ， 所 得 到 的 双 正 交 小 波 限 
数 对 并 不 唯一 ， 其 唯一 性 取决 于 滤波 器 长 度 和 消失 和 矩 阶 数 . 当 工 宇 4 时 ,在 
(5. 38) 中 , 将 P( sin? 党 ) 分 解 为 两 个 次 数 相近 的 多 项 式 Q(cosw) 和 Q* (cosw)， 
就 可 得 到 长 度 比 较 接近 的 双 正 交 滤 波 器 Hw) 与 H* Ww), BARRA h) 
与 {hw ) 不 再 是 有 理 数 . 例如 ， 当 分 解 与 重 构 端 滤 波 器 长 度 分 别 为 9 和 7 以 及 
消失 和 矩 阶 数 均 为 4 时 ， 紧 支 对 称 双 正 交 小 波 是 唯一 的 ,所 得 到 的 解 即 为 
CDF9/7 双 正 交 小 波 , 相应 的 低 通 滤波 器 系数 的 一 种 有 理 近 似 如 表 5-2 所 示 . 


表 5-2 


CDF9/7 双 正 交 小 波 的 滤波 器 系数 


1 
ge 


hi 

0 0. 602 949 018 236 

— 1,1 0. 266 864 118 443 
— 2,2 — Q. 078 223 266 529 
— 3,3 — 0, 016 864 118 443 


0. 026 748 757 411 


0. 557 543 526 229 
0. 295 635 881 557 
— 0. 028 771 763 114 
— 0, 045 635 881 557 
0 


(3) 接近 Coiflet 的 双 正 交 小 波 Burt 和 Adelson 构造 了 一 种 双 正 交 小 
波 , 其 滤波 器 系数 如 表 5-3 所 示 , 其 中 第 3 栏 为 Coiflet 滤 波 器 系数 .从 表 中 所 
列 数据 可 以 看 出 ，Burt 和 Adelson 构造 的 双 正 交 小 波 不 仅 是 紧 支 对 称 的 ， 而 
且 与 Coiflet 正 交 小 波 很 接近 . 


表 5-3 


Burt 双 正 交 滤 波 串 系数 (第 3 栏 为 Coiflet 滤波 器 系数 ) 


1 
he 


— 0. 010 714 285 714 
— 0. 053 571 428 571 
0. 260 714 285 714 
0. 607 142 857 143 
0. 260 714 285 714 
— 0. 053 571 428 571 
— 0.010 714 285 714 


— 0.05 


0 
— 0. 051 429 728 471 
0. 238 929 728 471 
0. 602 859 456 942 
0. 272 140 543 058 
— 0. 051 429 972 847 
— 0. 011 070 271 529 


这 个 例子 表明 ， 紧 支 对 称 的 接近 正 交 的 滤波 器 确实 存在 , 对 应 的 双 正 交 
小 波 接近 正 交 小 波 而 保持 双 正 交 小 波 的 所 有 优良 性 质 . 事实 上 , 根据 4.5 节 
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的 分 析 ， 有 


Hw) = (cos aS 


Ca | (sg) +0((sn 8)"; 


n=0 


特别 地 ， 可 选择 
Hw) = (cos eS E] (sin 2)” ta(sng)”™], 


n=0 n 


由 此 得 到 计算 滤波 器 系数 {hi} 和 {hz } 的 下 列 步 又 : 
(1) 确定 a 使 得 


f A= IHW)? — | Hwn) |? da] 


取 最 小 值 . 对 于 K = 1,2,3， 可 分 别 求 得 a 的 值 为 
0. 861001748086, 3. 328450120793, 13. 113494845221. 


D 用 较为 简单 的 有 理 数 代替 上 述 a 的 值 . 例如 , K = 1 et, 取 a 一 4 


5? 
K 一 2 时 , a=; K= 3i, Ra=13, 
2K 
(3) 计算 H @). FER H (w) BRAAF (cost) ， 风 
H* Co) = (cos $)” U (sin?) 6.46) 


其 中 Uk(y) 是 一 个 3K 一 1 次 多 项 式 . 利用 Daubechies 的 分 析 方 法 ( 见 文献 
[48])， 可 以 得 出 
K-1 


Ux Cy) = 5 


n=0 . 
这 就 确定 了 Uk(y) 的 3K 个 系数 中 的 K 个 , 其 余 系数 也 容易 求 出 . 最 后 代入 
(5. 46) 式 即 可 求 得 H* Ww) 的 表达 式 . 例如 , 对 于 KK 二 1, 有 


6 24 
UG) = LEYSEN? 


天 一 1 十 7 


yz” 十 OCX). (5. 47) 


所 以 


H (a) = (eos 8) (1-45 sint 2 —24(sin? #)') 


= 
280 


十 73eie — 156e 一 3ei3o). 


(— 3e 8" — 156i 4 7367 + 170 
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对 于 K 二 2 和 3, 分 别 有 
U, (y) = 1+ 2y +É Ty +8y 


8 024 yt 3776 y, 
455 > + 455 > 


Us(y) = 14 3y+6y? +753 + 30y! +4259 


1721516 s q 1921 766 7 _ 648 908 5 
6 075 6075 > 6075 > 


SCHKL37 1,149] HAH TAA AE ABA, ) 和 {hz }, 并 与 Coiflet 正 交 小 波 
进行 了 比较 . 值得 注意 的 是 , 这 里 的 双 正 交 滤 波 器 HW), w) 的 计算 比 
Daubechies 关 于 Coiflet 正 交 滤波 器 的 计算 要 简单 得 多 . 所 以 双 正 交 小 波 基 的 
构造 比 正 交 小 波 基 的 构造 具有 更 大 的 灵活 性 . 


5.3 FIER K 


5.3.1 Riesz 小 波 的 分 类 


正 交 小 波 具 有 极 好 的 性 质 , 其 二 进 伸缩 和 整数 平移 系 {y, O m,n € 
Z) 能 构成 空间 L OR) 的 标准 正 交 基 ( 即 正 交 小 波 基 ), 信号 f(z) ELR 在 
这 个 基 下 的 展开 式 


JO = 2 S Pnn? Dan C 


m nE 


对 信号 的 局 部 性 分 析 起 着 极为 重要 的 作用 但 正如 我 们 在 前 两 章 已 经 看 到 
的 , Be — Pa O(c) 的 二 进 伸缩 和 整数 平移 系 


Vn D = 2222 —n), min EZ (5, 48) 
能 构成 二 (CR) 的 标准 正 交 基 实 乃 相当 困难 . (AR HE $2 Wd) 具有 良好 
的 局 部 性 、 光 滑 性 、 对 称 性 等 , 这 就 给 正 交 小 波 YO 的 构造 带 来 了 极 大 的 困 
难 . 因此 , 前 面 5. 1 节 和 5. 2 节 在 据 弃 正 交 性 的 前 提 下 , 构造 出 具有 紧 支 性 、 
对 称 性 、 高 阶 消失 矩 等 优良 性 质 的 小 波 , 并 且 所 使 用 的 方法 具有 更 大 的 灵活 
下 面 , 我 们 进一步 讨论 与 正 交 性 有 关 的 问题 . 
我 们 知道 , 离散 小 波 的 一 个 重要 作用 就 是 将 L2 OR) 中 的 函数 展开 成 一 个 
级 数 /(1) = 二 》) ComYPmn (D 的 形式 ,要 达到 这 个 目的 ,当然 要 求生 成 (2) 


monez 
的 小 波 母 函数 y(7) E— A R 函数 , 因为 R 函数 可 以 生成 了 2(R) 的 一 个 Riesz 
基 . 
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定义 5.8 By ELR) 是 一 个 R RK, To P 如 (5. 48) 式 所 定 
X. Ym,njsk E Z, Æ 


(Qin Pir? = Onj *Onb > (5. 49) 
则 称 ple) 为 一 个 正 交 小 波 ; 若 
Cn Djk? =0, Vn Fj, G. 50) 


则 称 gC) 为 一 个 半 正 交 小 波 . 

对 于 一 个 Riesz 小 波 ykz)， 即 使 既 不 是 正 交 小 波 又 不 是 半 正 交 小波 ， 也 

还 存在 对 偶 小 波 9 (bb 满足 双 正 交 性 条 件 (5. 17) 式 
(Daan Te, = Om; . Onk 9 
因此 ，Riesz 小 波 可 分 为 三 大 类 ,， 即 正 交 小 波 , 半 正 交 小 波 ,， 双 正 交 小 波 . 

根据 第 三 章 的 讨论 可 知 , 一 个 正 交 小 波 y(?) AARE LR) 的 一 个 正 交 
分 解 : ÄR =O Wr 二 中 小 波 了 了 空间 列 {W m) 是 两 两 正 交 的 , 即 当 m 关 
FE f(t) ELR, 有 正 交 分 解 

f(D) = >) gnlt), 
mEZ 
其 中 gn EWn ESO 在 子 空间 WW; PRE: 
Bm D = D>) FQ Yn Ct), 
nez 

E mÆ, (gm,g1) =0. 由 此 可 部 , 正 交 小 波 关于 两 个 下 标的 正 交 性 
(5.49 包含 了 两 个 意义 : 关于 第 一 个 下 标的 正 交 性 , 实际 上 就 是 实现 了 
L’ R) 的 一 个 正 交 分 解 : LR) = ©, Wins 关于 第 二 个 下 标的 正 交 性 ,就 是 
确定 了 Wm 的 标准 正 交 基 . 

一 个 半 正 交 小 波 b(t), 由 于 (5. 50) 式 表 明 的 仍然 是 关于 第 一 个 下 标的 正 
交 性 , 所 以 同样 可 以 确定 L? CR) 的 一 个 正 交 分 解 : LR) = ©, Was BOY 
m#z litt, W, | Wi, 其 中 W = span{y,, (0,2 E Z}, Aly, OD» nE zZ) 
仅仅 是 Wn 的 Riesz 基 而 不 是 标准 正 交 基 . 这 在 有 些 情况 下 也 就 够 了 . 


5.3.2 半 正 交 小 波 的 性 质 
下 面 讨论 半 正 交 小 波 的 一 些 性 质 . 


定理 5.14 RYO ELR), 则 下 列 命 题 相 互 等 价 : 
(1) {f(t —n)}ezy 是 标准 正 交 系 ， PPG — kk) pt — 1)? = Op; 
(2) >) | plo+2kx) |? =1; (5.51) 


REZ 
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十 co a 
(3) x| | jlo) | 2a P dey = yp (5. 52) 
证 ”由 定理 2.6 即 知 (1) 与 (2) 等 价 , 下 证 (1) 与 (3) 等 价 . 

利用 Parseval 等 式 ， 有 


(ple 8) gD) = Gwe Gade) 


= 元 | pee Gore deo 


2n 
= BPM | Gu eredu, 
所 以 (y(t 一 ,Y(t 一 站 ) = dy 的 充分 必要 条 件 是 
到 | | Glo) [Pet Dedw = dr. E 
上 述 条 件 是 OD) 的 整数 平移 {y(t 一 n), n © Z) 构成 子 空间 Wo 的 标准 正 


交 基 的 充分 必要 条 件 . 放宽 一 点 要 求 ，(y(i 一 n), nE Z} 成 为 Wo 的 Riesz 基 
的 条 件 又 是 什么 呢 ? 


定理 5.15 设 y(1) E L?(R), A 与 B 是 正常 数 , 则 下 述 命 题 相 互 等 价 : 
d) {y(t 一 n), nE Z) 满足 Riesz 条 件 ( 即 可 以 构成 某 一 子 空间 的 Riesz 
基 ): 即 对 任意 序列 c 二 l) CLP, RAH 


Allele <| Daye mel 
REZ 


<Bllelle, (5.53) 


LR) 
工 
其 中 lel Raes la) 的 范 数 lelt =(Hlel?)?; 
n€Z 
(2) g(t) 的 Fourier 变换 Glo) 满足 


0<A< YJ | plot 2kn) |? CB <+00, (5. 54) 
REZ 
证 ” 详 兄 文献 L34] 定理 3. 24 的 证 明 . | 


这 就 是 说 ， 一 个 函数 YD € Wo CLR), 如果 满 足 条 件 (5. 51) 或 
(5.52) xt, 那么 {y(t 一 nn), nE Z) 构 成 子 空间 W 的 标准 正 交 系 . 如 果 仅 满 
足 条 件 (5. 53) 或 (5. 54) R, Mipan, nE zZ) 构成 子 空间 Wo 的 Riesz 系 . 

对 于 离散 小 波 (ys DO} mez, 重要 的 是 把 LCR) 中 的 任 一 函数 fC) 按 
Don D 展开 为 一 个 小 波 级 数 O =D) Cran ts 并 且 系 数 Con 要 能 比较 


mn 


方便 地 求 出 . 为 了 达到 这 一 目的 ,关键 在 于 求 出 oC) 的 对 偶 yO, 这 是 因 
为 
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AD = X, fib Gan (DD = ,和 Cf ,pn Pn D). 
mneZ 
对 于 正 交 小 波 , 由 于 是 自 对 偶 的 , 不 存在 任何 问题 对 于 半 正 交 小 波 ， 其 对 
偶 如 何 得 到 呢 ? 
定理 5.16 设 ylt) ELR 是 一 个 半 正 交 小 波 ， 则 


J* y= ow) (5.55) 
pe Dl g@+ 2k x) |? 
kEZ 


的 Fourier i# © b* 0) 是 Pt) 的 对 偶 小 波 . 


证 因为 yz) 是 半 正 交 小 波 ， BTW Ynn O) m nez EL? (R) 的 一 个 Riesz 
Æ, AM yO} nex 满足 Riesz 条 件 (5. 53). 根据 定理 5. 15， 其 等 价 性 条 件 
为 : 存在 正常 数 A,B, 使 
0 一 4 过 》 | Yo 十 了 站 |? <B <+. 
REZ 
根据 Parseval 等 式 ， 有 
十 co 2 1 十 ce 入 
[yt Pde = LP | ge Ide 


-过 _ pw) 
270) 一“ 2u,| Wot Blew) |? 
<f | cw) | Bde 
2 oO, 
-4f |p) |? dt <+ 
所 以 y* 0) € LR). 
下 面 再 证 明 双 正 交 性 条 件 (5. 17) 式 成 立 . 由 (5. 55) 式 易 知 ， 
fp” (t) = Dapat p), 
pEZ 
其 中 
ap = od YEZ 
eto XY |a + 22x) |? 


i€EZ 


(Yan Pik? = Cnn ， 2D ap ahjp? = » Apk í Yran Pp? 
PEZ PEZ 
4mAj 时 ， 注意 到 g(t) 是 半 正 交 小 波 ， (Dan? jp ) =0, 所 以 Vn keZ, A 
(bin Pik? = 0. “4m = 7 时， A 
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(ran Vine) = BETO — n) +22 g* (t — k) dt 
= [E uren p T dQ") 
= | ye-m gy” (t—k) dt 
= 去 | pare» J Clw) dw 


= Ao Oana 
To 


2px 
— H Dwt2pn) dwt 2prei dw 


2nJ 0 pez 


1 fns bw + 2pn) i Boe 
== Cwt 2pn) = e dw 
A au er een > | Ww + 2px + 2sx) |? 


sEZ 


Sgt 2px) |? 
1 2x pez 


2nd 0 5 | 9o + 2pm) |? 
pEZ 


ei (nk)w dw 


1 2x i 5) 
= p E ds = nk- 


Oe 


综合 上 述 , b(t) 与 $y* (1) 满足 双 正 交 性 条 件 (5. 17), Rp 


. 0, mA}, 
(Yn Pik? -1 m=j = Om * Önk- 
因此 , gy* @) 是 光芒 的 对 侦 小 波 . E 
对 于 半 正 交 小 波 KO, 根据 第 三 章 的 正 交 化 公式 (3. 14), $ 


a 


内 lw) = - Cw) ， 
JÈ iotz |? 

其 Fourier BOR p O 是 正 交 小 波 , 因而 是 自 对 偶 的 . 但 由 定理 5. 16 可 知 ， 
这 个 正 交 化 公式 仅仅 是 对 半 正 交 小 波 OC) 才 有 效 ( 正 交 小 波 也 是 半 正 交 小 
波 )， 如 果 P(t) 是 双 正 交 小 波 , 那么 这 个 正 交 化 公式 是 无 效 的 . 换 句 话说 , 这 
个 正 交 化 公式 可 以 把 L? CR) 的 子 空间 的 Riesz 基 化 为 正 交 基 , 但 不 可 能 使 
L? (R) 的 非 正 交 分 解 转化 为 正 交 分 解 . 

我 们 已 经 知道 , 由 信和 号 S/O 的 小 波 变换 来 重建 f(z) 是 小 波 应 用 的 一 个 
极其 重要 的 问题 . 对 于 连续 小 波 、 半 离散 的 二 进 小 波 、 离 散 的 正 交 小 波 以 及 
双 正 交 小 波 的 反 演 公式 ,前 面 都 已 经 讨论 了 . 那么 对 于 半 正 交 小 波 ， 如 何 由 
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离散 小 波 变换 { 了 /( 六 ,入 )， min © Z| 实现 /Co 的 重建 呢 ? 


设 Yt) 是 一 个 半 正 交 小 波 , 根据 定理 5. 16,， 必 存在 对 偶 小 波 性 a). 由 
Fig, (t) mn E Z) Æ L R) 的 一 个 Riesz 基 , 所 以 VD E 天 (CR)， 必 
有 唯一 的 表示 式 

f@ = Da Emnin 人 )， 


min 


MAREEA A TE AC PENI Cb Pin? = Om © Ones APL 
fo= X Wila ar) Pn (ED. 
由 此 可 见 , 将 二 (CR) 分 解 为 相 正 交 的 子 空间 Ww WIESEL? CR) =O Wm 
是 离散 小 波 变换 的 核心 . 
从 连续 小 波 变换 的 反 演 到 半 离 散 的 二 进 小 波 变 换 的 反 演 , 半 离 散 的 小 波 
变换 所 短缺 的 信息 , 由 稳定 性 条 件 


0<A<)) | gw) |? <B <o 
REZ 


加 以 弥补 . ATEEK RUNEA |W (Seog J+ mon E ZURKE 
比 半 离 散 小 波 变换 更 少 ,要 实现 重建 ， 满足 的 条 件 是 
O< AX > | bw + 2k x) |2 < B <+ o. 
REZ 


定理 5.17 RY) ELR), A BAKK, WR 


OLAS J | Gwt2kn |? <B <H (5. 56) 
成 立 ， 则 必 有 er 
o<A<S J) | 82w) |? <B < (5, 57) 
成 立 . es 
证 ” 见 文献 L34]. | 


由 此 可 见 ,由 于 高 散 小 波 变换 [Wj (Ja oF) m,n © Z) 比 半 离散 小 波 


变换 |W/( 充 "6)， m E Z, b © 了 | 包含 的 信息 更 少 , 因此 重建 的 条 件 当然 也 


就 更 强 . 
当 条 件 (5. 56) 成 立时 , yl?) REREH Yan), nE Z} 可 以 构成 Riesz 
系 . 特别 当 A =B=1f}, {y(t 一 n), n E Z) 就 成 为 标准 正 交 系 . 而 由 定理 
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5.17, REBA D Io] = 1. A glot kl? = 1 成 立 是 
kEZ 


REZ 
(y(t 一 n)，n E€ Z) 成 为 标准 正 交 系 的 充分 必要 条 件 . ma > Po)? = 1 
成 立 只 是 必要 条 件 . 

这 里 特别 要 指出 ， 二 进 小 波 不 一 定 是 及 小 波 . 因此 , 在 研究 连续 小 波 时 ， 
我 们 只 要 求 oC) 满足 可 人 允许 性 条 件 (2. D. 但 是 连续 小 波 不 一 定 就 是 二 进 小 
波 ， 当 然 也 不 一 定 是 R 小 波 . 在 研究 半 离散 小 波 时 , BRAS CO) 是 二 进 小 波 . 
当 需 要 研究 离散 小 波 时 , 就 希望 (2D Æ R 小 波 . 

现在 ,如 果 把 一 个 满足 可 允许 性 条 件 (2.1) 的 连续 小 波 或 者 满足 稳定 性 
条 件 (5. D 的 二 进 小 波 gO 直接 离散 化 为 

y(t) 一 22 y(2"t—n), 
那么 (y(t), min © Z) 将 能 起 到 什么 作用 呢 ? 我 们 留 给 读者 思考 . 


5.4 > oe FE 2 


HERE Duffin 和 Schaeffer 于 1952 年 在 研究 非 调和 的 Fourier 级 数 时 提出 
的 ,是 标准 正 交 基 概念 的 推广 ， Daubechies 等 人 于 1986 年 将 框架 与 小 波 结合 
起 来 并 建立 了 小 波 框架 的 一 系列 理论 . 这 里 , 我 们 先 在 一 般 Hilbert 空 间 中 引 
人 框架 的 概念 并 讨论 有 关 性 质 , 然后 再 讨论 小 波 框架 , 最 后 给 出 一 个 小 波 框 
架 的 例子 . 
5.4.1 Hilbert 空间 中 的 框架 


it H— Hilbert Sia], (p kE J 是 电 中 的 一 族 元 素 , 这 里 了 是 指 

标 集 . fbh EH, 当 记 ,fo 很 “接近 ”， 即 | h> | 很 小 时 ,我们 希 
望 

> Sieg) — foe)? 

kEJ 
也 应 很 小 , 这 只 需要 

Dige) lt SBIS, 

kEJ . 
这 里 B 是 一 个 常数 ; RZ, 当 《f1 ,94) 与 (fo ,gi) 很 接近 时 ， | 有 一 fz 也 应 
很 小 , 这 只 需要 

AI fl? < EA 

kE] 
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只 有 这 样 才能 保证 数值 计算 的 稳定 性 . 因此 , 我 们 把 
AI fl? <Sitfheor<Bilrll? 
kEJ 
称 为 稳定 性 条 件 . 
定义 5.9 设 (p,&E J} dé Hilbert Sh] APH ROR, 如 果 存 在 常 
BA BO<AXSB<+co), E VPC H, WAKER 
AlS KIo KBI? (5. 58) 
kEJ 
成 立 , 则 称 {g; , kE 了 是 晶 的 一 个 框架 .A,B 称 为 框架 的 上 、 下 界 . 若 A = 
B, MWK (ep, » RE J} 是 一 个 紧 框 架 . 
对 于 紧 框架 ，V f € 日 , 都 有 
All fi? = 2 Kp). 
kEJ 
任 取 g CH, 利用 极 化 恒等式 
fie) _ iftell?—If—e/ll? — I ftie ll? — || f—ig |? 


4 41 
不 难 推出 : 


A(f,g) = P pe) 
注意 到 g 的 任意 性 , 于 是 有 
f= odp (5. 59) 
kel 
这 自然 使 我 们 想到 把 /用 五 的 一 个 标准 正 交 基 表示 出 来 , 但 遗憾 的 是 , 框架 
lpp k E J} 不 一 定 是 基 ， 更 不 用 说 是 正 交 基 . 
例 5.4 KH=R, Ro, =(,—-1,0),9,=0,1,-l),9g,=Cl, 
0,1); g, = (1,1,1). SPERM f= (zy,z) € R’, 有 
(fsa, = (zy), fsp) = (y—2z)’, 
ipg = Crt), (fro)? =(atyt+z)’, 


因此 有 
Siig) =3l fll’, 
k=l 


所 以 {pi ppop 是 Ra 的 一 个 框架 ， 而 且 是 紧 框 架 , Heh A = B= 3. 
RMA, popop ,94} 显然 是 线性 相关 的 ， 当 然 不 构成 R* 的 基 . 所 
以 框架 与 基 相 比 具 有 更 宽松 的 条 件 . 
例 $.$ ie pe) Æ Haar 小 波 , 即 
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大 划一 人 1 

l, 2 
0, 其 他 . 
G yyy D = P (21 — 2). FA og Omnez 的 3 个 子 序列 

(Gn ae OO} mike? 了 =0,1,2 
都 是 LR 中 的 标准 正 交 系 , Aly, (Ob meen BE L OR) 的 标准 正 交 基 ， 
故 对 任意 的 f(t) E L?(R), 利用 Bessel 不 等 式 , 有 
If |? = 5 Fopma? l? S » | (Cf, Bn? |? 
m nes 


m REZ 


= [A+ D Kaypa 12+ SD fede gees? [? 
m kEZ mkEZ 


<3 fl’, 
PRU Gin E) lm nez Fe L? CR) 中 的 一 个 线性 相关 的 框架 , 框架 界 为 A = 1, 
B= 3. 
定理 $.18 设 {9;, j EJ) Æ Hilbert Z H PM-KAE, 则 下 列 条 件 相 互 
E . 
(1) {ej EJ 人) 是 厅 的 一 个 Riesz 基 . 
D igj EJ) 是 是 的 一 个 框架 , 并且 是 一 个 w- 无 关 点 列 ， 即 
Dog = 0>6=0 CWIED. 
JES 


18 Vic} CP, BA 
Alg ESDA <B>) lgl. 
JEJ JEJ JEJ 
令 22c8; =0, WS) lol = 0, 所 以 co =O VIED. tle JEN 
jE] jE] 
万 中 的 一 个 w- 无 关 点 列 . 
为 了 证 明 {gq;, j € J 是 日 的 一 个 框架 , 考虑 矩阵 算 子 
M= Caj )， 
其 中 ai = Pip?» isj € J. 由 于 V {e;} AOE È, 有 
Sogl = Eeppi 5 >o, 
JEJ EJ 
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MUM 是 正定 的 , AMM. w MT = (好 ) 是 MM way, 则 
ainda =6;, JEJ. 
kEJ 


TH, A 
Bl D mbm ZL les? 
JE 了 m nE gE 
ES 


pr = bip ie I; 
JEJ 
Hjo ,2€E J} 是 互 中 的 一 族 元 素 ， 且 
Cor 10;) = dj» 1,] EJ. 
Fies iE J) lg. j EJ) BSE. 满足 
(pi og?) = bjs iJ El, 


H 

1 * 

B% 5] < [Eo <q dle’. 
因此 , (gj EJS) RAH I Riese tt 故 YE 互 , 存在 唯一 的 {c;} EL, 
使 得 

f= Vico} = Dig re > 
JEJ JEJ 

H 


Boy! Fel? <I EI el. 
JEJ 
此 即 稳定 性 条 件 (5. 58) 式 
All fl? < Bl < BLA 


反之 , Blo, ji EIB H 中 的 一 o RRR 为 简单 起 见 就 考虑 
J=N. RË 的 标准 正 交 基 {e;,& E N}, 其 中 e, = {6 }nen， 定义 算 子 
T: E> H, Tle) = D tp, = p» 
则 工 既 是 双 射 又 是 满 射 , 因此 es 这 就 证 得 {q;, j E N) 为 五 的 
一 个 Riesz 基 . a 


定理 5. 19 Hilbert 空间 万 中 的 点 列 {psyA&E J) 是 标准 正 交 基 的 充分 必要 条 
件 是 {gj， 上 kk) 构成 是 的 一 个 紧 框 架 , HA=1, | gs =1,2 EJ. 


证 必要 性 显然 , 下 面 只 证 充分 性 . 
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AA lp» &E 凡是 五 中 的 一 个 4 二 1 的 紧 框架 ， 故 VfEe A, 有 
If? = Dhol. 
kEJ 
ll P; | ? = geal? = Il 9; t+ Do lo 17. 
kes kj 
因为 l; | =1, 所 以 >) Iep)? = 0, 故 
kÆj 
(Qj ph) = Og, Vi eel. 
f= L pdp? 
As (p k E 是 日 的 一 个 标准 正 交 基 . | 
5.4.2 框架 算 子 与 对 偶 框 架 


现在 , 考虑 当 {to，, RE J 了) 是 日 的 一 般 ( 非 紧 的 ) 框架 时 , 如 何 由 序列 
{fig bees 重建 了 的 问题 .为 此 , 先 引 进 框 架 算 子 的 概念 . 
对 于 任 一 f € H, 因为 稳定 性 条 件 (5. 58) B 
ANSI S EIS lB? 
成 立 , Ufo deer EË. 
定义 5.10 Bip kE J) Æ Hilbert SE H —MEB, 称 线性 算 子 
F: H> P, Ff ={(fig hej VEE H 
为 框架 (gp, k E D MARAT. MEF 的 伴随 算 子 
F*; +H, F*c = epa? Ve= {che EP 
HER p kE J) PRABF. +S=F* F, W 
S: H>H, Sf = D p p YEH. (5. 60) 
我 们 称 S HER p, k € J} HERST. 
显然 , HERRN A,B O<A<SB< æ), M YEH, 都 有 
All fll? < IFFI? = fel? < BI si? 
所 以 下 是 有 界 算 子 , H 
VA < || Fil <VB. 
对 于 框架 算 子 S, 根据 (5. 60), BH 
(Shs) = X fq) l. 
kEJ 


小 波 框 架 ES 185 


因此 , 稳定 性 条 件 (5. 58) 等 价 于 
AI<S<BI, (5. 61) 


其 中 了 为 互 的 恒 同 算 子 . 下 面 的 定理 说 明 , 框架 算 子 S 还 是 可 逆 的 . 


定理 5.20 KTR Hilbert 空间 及 上 的 一 个 正 有 界线 性 算 子 , 且 丁 的 下 界 为 
a, M FATEH, AMRF T Ua ALR. 


证 首先 , 证 明 工 的 像 集 Im(T) = {TSE AH, VfE H RHK—AM 
子 空间 , 这 等 价 于 证 明 mT 中 的 任 一 Cauchy 点 列 {g,) 在 Im(7T) 中 必 存 在 
极限 . 为 此 , iS, € H, 使 得 Tf = gn 由 于 
all fa — Sin Wl? TA — fn) » fa — fm? 
<TH. — SA, — fa l> 
所 以 
l fa —Sm Il <a || an — Bm || +0 nm- oo), 
故 {f} 也 是 H 中 的 一 个 Cauchy 点 列 . 由 H 的 完备 性 知 ，{f;) 在 H PEE 
极限 A 利用 算 子 人 的 连续 性 可 得 
limg, = limTf, = Tf € Im(T), 
所 以 Im(T) 为 互 的 闭 子 空间 . 
其 次 , Ele TH) 二 0 对 一 切 /€ HRY, Mall gl? <(g,Tg) =0， 
从 而 g = 0, 因此 Im(T)+ = {0}, 说 明 Im(T) = H, BT BABA. 
此 外 , HFVSEH, 有 
all TTS |? STIFTI N) =T f) 
< iv sil. 
BUT S| <at sf. AA TEI <at, T Mat 为 上 界 . | 
根据 定理 5. 20 FA, 5S 是 可 逆 算 子 , |S] <A, 并 且 由 (5. 61) R 
易 知 


BTI <S <A" (5. 62) 


定理 5.21 {p RE J} & Hilbert Si] HARA, BABRRGER, 
S 是 相应 的 框架 算 子 ， 令 
ge =S "gq, RET, 
则 { RE 是 瑟 的 一 个 以 甩 - ,41 为 框架 界 的 框架 , PV SEH, 
有 
Bo IAEI]? <AT IfI. (5. 63) 
€ 
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相应 的 分 析 算 子 产 ; H> P, Ef = (feof he 满足 


F=aRrFIRP)O, FF =(F* FP, FE*F=F*F=], 
BEEFY —=FF* 282 4 mO = Im 6 EXRBEF. 


证 首先 ， 因为 (F*F)* = F*F，(F*F) 1 存在 且 有 界 ， 所 以 
((F* F)1)* =(F* FP), 因此 
rp) = (f EFE p) = (CF* FY frg)» 
从 而 


Sipe? = VG Py fel? = | FO PTE Il? 
kEJ kEJ 

= ((F* F)! f, FERED f) 

= ((F*F) f, f). i (5. 64) 


再 由 (5. 62) 式 即 知 (5. 63) 式 成 立 , Bet, kE J} BHMWUB™,AT JE 


架 界 的 框架 . 同时 ，(5. 64) 式 表明 EF = (FAT. 
其 次 , HFVSEH, 有 
(F(F* F) = KFP fg) = (fret) = EN 
所 以 下 = FFA, 从 而 
EF*F=[FCF*PI]F=(F*F F*F=1, 
F* F = F* F(F* Fy = I, 
最 后 , -JMH P= FCF* FP)? im) C Im(F). 另 一 方面 由 下 一 
ECF* F) 又 得 到 Im(F) C Im(F), t Im(F) = Im(F). 
it Py IMF 上 的 正 交 投 影 算 子 , 下 证 REY = P,， 这 等 价 于 证 明 
FF* (Ff) = Ff 以 及 当 c | m Bt FF" c= 0. 事实 上 , 这 两 点 都 不 难 证 明 ， 
FF* (Ff) = F(F* FYIF* Ff = Ff, 
Bc lim, 有 
(F*c,f) = c Ff) =0, Yf E H = F*c=0> FF*c=0, 
故 所 要 证 的 结论 成 立 . | 
我 们 称 {gx o k E J} Flo,. k © 万 的 对 偶 框 架 . 
现在 , RE EF = F= 18007, YEH, 有 


f= (fq, et » (5. 65) 
ket] 
或 
f= > Cf pk P 《5. 66) 


kE J 


于 是 ， 我 们 得 到 了 由 Sopp? 重建 或 表示 了 的 有 效 数 值 算法 ， 即 对 于 框架 
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算 S Bpo. 


5.4.3 小 波 框 架 


现在 我 们 考虑 LCR) 中 的 小 波 框架 的 问题 . 
定义 5.11 设 yt) ELR 是 一 个 小 波 母 函 数 ， 且 对 于 常数 ao > 1， 
bo > 0, BRA 
Yn D) = a? yart— nbo), mone Z (5. 67) 
构成 L? CR) BN —MHEAR MER (in (2 dane. FEL? CR) 的 小 波 框架 . 
显然 ， 一 个 及 小 波 g(t) TUER L RO 的 一 个 框架 . 那么 除了 R 小 波 ， 
还 有 什么 样 的 小 波 可 以 生成 小 波 框架 呢 ? 


定理 5. 22 (必要 条 件 ) RYO ECL?(R), RY, Omnez Æ L?(R) HA 
有 框架 界 A,B ER, MLA 
0<A< D’ gw)? <B o. (5. 68) 
REZ 


WE 详 见 文献 [34j] 定理 3. 21 的 证 明 . | 

这 就 是 说 , 一 个 函数 y(t) E L2(R), 经 伸缩 和 平移 后 得 到 的 函数 系 
{Ymn D mner 能 构成 二 (CR) 的 一 个 框架 的 必要 条 件 是 y(t) 是 一 个 二 进 小 
波 , 换 句 话说 , 并 不 是 任何 一 个 满足 允许 性 条 件 的 小 波 母 函数 y(t) 都 能 生成 
小 波 框 架 的 . 


定理 5. 23 (充分 条 件 ) ” 设 J(t) EL2(R) 是 一 个 基本 小 波 , ao >l, LEER 
数 C, E€ > 0, 使 得 


X= if S)|gta%w)|? >0, (5. 69) 
1<| w| <apmeZ 
Y= su 5 | jaw) |? 一 十 ce， (5. 70) 


1<| w| <apmEz 


以 及 


BE) = sup > | gao) l | gla™wtO |< = 6.71) 
wER ey ) 


— Cc 
(1 十 |&| 

则 必 存 在 常数 b* > 0, 使 对 任 一 bo E (0,6* )， 由 (5. 67) 式 生成 的 函数 
Alda, (ts mn © LAR LR 的 一 个 小 波 框 架 ， 框架 界 为 


A= FX—0(3*), B = FY +0( 5), (5, 72) 
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其 中 
ole) EDORA] 
kÆ0 


UE 详 见 文献 L49] 定理 3. 3. 2 的 证 明 . 


(5. 73) 


定理 5. 24 设 g(t) 和 L?(R) 是 一 个 基本 小 波 ， ao >l, 且 存 在 常数 C > 0， 


a 盖 0,， ARy>atl, 使 得 


2 
(1) sin, 24 Aag) >0 


(2) |d@w|<Clwl*?d+ lol”, YWwER 
则 有 定理 5. 23 的 结论 成 立 . 


证 只 需 验证 定理 5. 23 中 条 件 (5. 70) 和 (5. 71) 成 立即 可 . 
一 方面 ,利用 条 件 (5. 75) 可 得 
Y= sup >) |yayo)|? 


1Slwl Kag mEZ 


<C sup D |agow|2 dH laol? 


1<lai<ay mEZ 


=C sup |( 5 +Š) gulta lego) | 


< m=—oo 


<c| 5 CoB + op D2 (1+ ay] 


2 一 一 Co 


< Ca? al 5 aim + Sai | 


< 十 co， 
所 以 条 件 (5. 70) 成 立 . 另 一 方面 , 易 知 
B(é) = sup > | para) | | agiw t E) | 


1Slol Sa 


<Œ sup T 5 +3 lagal 1+ lagwl) 


1<lwl Ka b yn 


. [aw tele 4 lagot] 
一 1 


<C sup, ai S) ar + agote m 


一 一 co 


1< 
+o 
十 之 CA laol A laute] yo} 


(5. 74) 


(5, 75) 
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全 Si 十 Sy. 
先 估计 Si. 此 时 , 由 于 0< latol<1, 故 当 |&| 之 2 时 , 有 
lage+el Slel-1>Slel. 


从 而 
2 


BET <3. HED. 


(+ lao téh < 


4lél< 2h, 有 
(1+laget+tél 7 <1<30+1é))7. 


另外 ,显然 有 


5 a 一 
m=—0o aĵ 
因此 , 存在 常数 D > 0, 使 得 
$ <D aHENTO?. 
下 面 再 估计 Sz. 
ae 工 十 | agow| 十 | a8w 十 &| 
<KA1+laFwlA+law+él), 
并 且 Vee (0,1), a 


Si 


sup S (1 二 + lažo T < Dager <+, 


1<lwl<ay m 


故 存在 常数 D: > 0, 使 得 


S, < C2(1 十 | gl ) 


WE 


D+ lafo 0 


Selka Ach 
< D2(1 十 | gl apo. 
综 上 所 述 ，Ve > 0, 只 要 1 十 e 二 7Y 一 a, 就 有 


B® = O(a Ta FR): 
这 就 是 说 , 定理 5. 23 中 的 条 件 (5. 71) 也 成 立 . 
因此 条 件 (5. 74) 和 (5. 75) 式 蕴含 着 定理 5. 23 的 结论 成 立 . | 
WER Pon Omnez EL CR) 的 一 个 小 波 框架 , 我 们 感 兴趣 的 是 , 对 于 
任 一 了 f(t) E LR, BEA S/O 的 离散 小 波 变换 Cnn) = Sopu?» 
m,n EZ 来 重建 f(r. 
首先 ， WR Yn Omnez 还 是 一 个 紧 框架 , 则 由 (5. 59) Kh, 有 


ID= Y) Son Yn D. 
Å maez 
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值得 注意 的 是 , 由 于 框架 4y, Omnez 不 一 定 是 w- 无 关 的 , 即 存在 非 
EFFY) {dym b min€Z 使 2, mm Pn (t) = 0. 这 时 又 有 表达 式 


JS = — <> fs Pron? F nn Pmr (2). 


Am PEGZ 


AKL, fC) 的 表示 式 不 是 唯一 的 . 

MRE Pn Omnez 不 仅 是 紧 框 架 , 而 且 A==1, | Ym =1, Vern € 
Z, 则 根据 定理 5.19 Fs (Win Od nex 可 以 构成 L?(R) 的 标准 正 交 基 , 此 时 
有 了 唯一 表示 式 

FO) = 之 Fs dra Pn ©. 


mn€Z 


现在 考虑 非 紧 的 小 波 框架 {b (Dj nez, 下 是 相应 的 分 析 算 子 
F: Ff = (fig d}mnezs WSC) ELR), 
而 F* 是 相应 的 综合 算 子 , S = F* 下 是 相应 的 框架 算 子 , 令 
Pan =S "Ym > man € Z 
根据 定理 5.21，{y Omnez Eon C) m nez 的 对 偶 框架 . 因此 , 对 于 任 
— fd) € L?(R), WG. 65) 与 (5. 66) 式 相 应 地 改写 为 


SQ) = > Cf Dyan Yen lt) (5. 76) 
m nEZ 
和 
fi) = 2 (Cf, prin > Brn O. (5. 77) 


m,nE 


因此 , H(t) den 是 小 波 框架 时 ， 要 用 离散 小 波 变 换 ( f,y,,) 来 重建 原 
言 号 /(1) ,需要 知道 14, Omnez RIHD dan O Ym nez. 

对 于 非 紧 框架 的 情形 , 要 求 出 其 对 偶 框 架 常 常 是 很 困难 的 , 但 可 以 根据 
dan E) = Sp, O FRE pin (O 的 近似 . 224A, B 比较 接近 时 , 由 (5. 61) 式 


说 明 Siig” AEE, prs wae” l 可 取 一 阶 近 似 gia O a 


Bm (t) ? 这 时 


2 
PO = TFB, sf dom) Am O FEO 
这 里 Ej 是 误差 算 子 , 可 以 证 明 
IE; I| < 
事实 上 , 由 (5. 60) 式 易 知 
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2 
EO =fO- AER 2 ,fs mn? Grn O 


= f(D App 一 (一 AiR S\fo, 


即 Er = (I—qSqS)f. 利用 (5.61) R, 得 

E> (1-3 FB aap 

E< (I APH) -ATFB/ 
所 以 

bE, < [BS e tet. 
于 是 有 


-A_or 
lEl < <ii = FF? 


其 中 r= By, 这 就 是 说 , 框架 界 A,B 越 接近 , THUR a. 因此 框架 的 
上 、 下界 对 计算 有 着 很 大 的 影响 . 
5. 4.4 Marr 小 波 框架 


作为 小 波 框架 的 一 个 例子 ， 我 们 来 讨论 由 Marr 小 波 ( 即 Mexican 帽子 小 
波 ) 


pt) = art pye? (5.79) 
生成 的 小 波 框架 . y(z) 的 图 形 如 图 2-2 所 示 . 容易 验证 
(1) leli 一 
(2) Ko) =2(2 se) ate, (5. 80) 
(3) lelli = 2r; 
(4) Cy = Ml ay = $ Jam 4 126 54 (5.81) 


根据 例 2.2 可 知 , YC) 是 一 个 基本 小 波 . 容易 验证 , 定理 5. 24 中 的 条 件 
(5.74) 与 (5. 75) 成 立 ， 所 以 由 b(t) 生成 的 函数 系 
{hn (t) = af"? (at — nba), myn € Z) (5. 82) 


构成 L? OR) 的 一 个 小 波 框架 . 
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在 实际 应 用 中 , 取 ao 一 2 是 非常 方便 的 , 这 时 利用 公式 (5. 72) 和 (5. 73) 
计算 小 波 框架 的 下 界 和 上 界 如 表 5-4 所 示 . 


# 5-4 Marr 小 波 框架 下 界 和 -上 界 


(A+ B) 


0. 25 13.091 14.183 1.083 3. 273 3. 546 3. 410 0. 137 
0. 50 6. 546 7. 092 1, 083 3. 273 3. 546 3. 410 0. 137 
0.75 4, 364 4. 728 1, 083 3. 273 3. 546 3. 410 0. 137 
1. 00 3. 223 3. 596 1.116 3. 223 3. 596 3. 410 0. 187 
1. 25 2.001 3. 454 1,726 2. 501 4. 318 3. 410 0. 909 
1.50 0. 325 4.221 12.986 0,488 6. 312 3. 410 2. 922 


由 表 5-4 可 以 看 出 ， 当 0 较 小 时 ,是 ~: 1, 但 还 不 是 紧 框 架 ,自然 要 问 
当 by 取得 更 小 时 ,是否 能 得 到 紧 框架 呢 ? 回答 是 否定 的 . 为 此 我 们 考虑 函数 ， 


Slo) = Dy Gw) = Sed) Pro, 
mEZ 


mEZ 


根据 定理 5. 22, 24 Sw) ern 小 波 框架 (5. 82) 才 有 可 能 成 为 
紧 框 架 . 经 过 计算 ， 知 
min S(w) = S(1) ~ 3. 3729, 


max Sw) = SG/2) = 3. 446 1. 
可 见 ， 当 ag 一 2 时 ， 无 论 bo 取 值 怎样 小 ， (nn (i), m,n € Z) 都 不 可 能 成 为 
紧 框 架 . 


为 了 得 到 紧 框架 , 一 种 做 法 是 取 ao < 24. 但 这 在 应 用 中 是 不 方便 的 . 另 
一 种 做 法 是 由 Grooer en Roo mM 和 Morlet 提出 的 : 保持 ay = 2 
不 变 ， 并 考虑 由 N F/R RŽ y „g? egg 所 生成 的 框架 


{Prin Ct) = 22 gr (21 — nbo), myn € Z, v= 1,2; N). (5. 83) 
通过 与 定理 5. 23 完全 类 似 的 推导 可 证 明 , 该 框架 的 下 界 和 上 界 分 别 为 


-a a SDR), ew 
B= (sup) X |9" (2w)? +R(% z) ). (5. 85) 


其 中 
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N 
Rit) = >) Sp DE Ch), 
v=] kÆ0 
PO = sup, PIGO |P Cmw +8 |. 
这 里 的 关键 是 适当 选择 oy? oe 使 函数 


> g(a") |), v=1,2, N 
mEZ 


的 峰值 点 错开 ,从 而 使 函数 
N 
SNw(o) = > 1%) |? 
v=l1mEeZ 


近似 于 常 函数 ， 能 够 保证 对 于 小 的 如 而 言 ， 2 非常 接近 1. 
具体 说 来 , 对 于 Mexican 帽子 小 波 g(t), ATRL 


ga) 一 oN yet), v= 1,2, N. 
这 时 ， 当 六 充分 大 时 ，SN(o) 接近 于 常数 . 具体 证 明 如 下 : 
Ñ, sup, yon Clw) 
1<w<2L 
4 sup SRI Kw) [2 
1xw2/ y= 1 mEZ 
uvl 


sup S SIE” N w)? 


DYN <y<ly=1mEZ 
> 2 Tl = DT] Alde 


L inf SU | game Na) (2 


N aace NSi mel oe T 


193 


(5, 86) 


(5. 87) 


(5. 88) 


(5. 89) 
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sup Sylw) O N SB p Sere) |? 
se hl No 一 amet >] 
inf Sn Ww) 1 ` 
Inu — inf > > |g” (2w) |? 
N 10 <2vN T lm€EZ 


特别 , 分 别 取 N= 二 2 和 NN = 4, 利用 (5.84),(5. 85) 式 计算 出 小 波 框架 界 如 表 
5-5 和 表 5-6 所 示 . 


表 5-5 NN 二 2 时 小 波 框架 界 


表 5-6 = 4 时 小 波 框架 


由 表 5-6 可 见 , 4a 一 2, N = 4ft, 对 于 bo = 0. 25,0.5,0.75 这 3 种 
情形 ， 小 波 框架 (5. 83) 都 近似 于 紧 框架 . 


J 题 5 


1. 什么 是 双 正 交 小 波 和 对 偶 双 尺度 符号 ? 二 者 的 关系 如 何 ? 
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2. 设 J(1) ELR -AZER Do) 是 y(t) 的 Fourier RH, 证 
H: 
dw) 
2 092 6) |? 
REZ 
的 Fourier i# Bi y (4) 也 是 一 个 二 进 小 波 . 
3. APOO E LR 的 频 域 形式 的 双 尺 度 方程 为 
2w) = H(w) gw), 
Jw) = Glo) Pw). 
证 明 : 如 果 存 在 A> 盖 0 和 如 之 0 使 得 
A(2— | Hlo) |?) < |G) |? < B | Hlo), 
那么 y(t) 是 一 个 二 进 小 波 . 
4. k&y~ODE LOR) 是 一 个 二 进 小 波 , 证 明 : 对 于 任 一 了 (1) ELR 
= EN RRR W, (2b), 都 有 


AL fl? < > SIW ,DN? < BISI, 
JE 


其 中 A,B 为 稳定 性 条 件 (5.1) 中 的 常数 . 

5. ik PLE) RH RAH DI le; |? < 十 co WRF (2; (D}jex 构成 的 
空间 . GA: wR gt) € LR 是 一 个 二 进 小 流 ， Wj(2i,6) BfME 
L?(R) 的 二 进 小 波 变 换 , 那么 (Wy D je, E PR). 

6. 设 gl1) 与 g*(z) 是 一 对 相互 对 偶 的 尺度 函数 ，{hi},ez 与 (hx hnez 
是 对 应 的 双 尺 度 序列 . 令 

Po =F he", WI=F VY Ase". 


nez néz 


证 明 : 下 列 两 个 命题 相互 等 价 : 


(1) VREZ, 有 D hhz = 200. 
néz 


(2 Slej=18, 有 P(xz) Q(z) 十 P( 一 z) Q( 一 z) = 二 1. 
7. 证 明 Riesz 条 件 的 时 域 式 (5.53) 与 频 域 式 (5. 54) 的 等 价 性 . 
8. ANa) £m Bh B- HEA, WA: (N,, (t 一 k), REZ} 是 一 个 Riesz 系 . 


9. 证 明 : t< D |Ñ wt 2h) [2 <1. 
3 kEZ 


10. 求证 : wR (DO, wkREZ) 是 L2(R) 中 的 一 个 标准 正 交 基 ， 那 么 
Yw ER, AD 10(2o)|12 =1. 请 举例 说 明 其 逆 命 题 不 真 . 


JEZ 


J” (w) 一 
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. 设 对 偶 滤波 器 (h,) 与 (hx ) 的 长 度 都 为 偶数 , 计算 N=1, N* 二 1 
were n? 和 {hw 上 


GEW: Hilbert 空间 C 中 的 向 量 (1,0), (一 
成 一 个 紧 框 架 但 不 是 C 的 标准 正 交 基 . 


i 
272 


13. 设 g(t) X Marr 小 波 ， 即 gC) = Fr tHe? 证 明 : 

(1) lyl|:=1; 

(2) Hw) = 2(£ Vr) wre 2 ; 

(3) leli = 2x; 

_ ftw | bw) 2 _ 8 

w c,=[ Wel a= Sve 

14. i gne (1) 一 g(t 一 nuo eo", 其 中 g(r) 是 支 集 使 于 | 一 至 
BA, 证明: 

(1) |g@—nuy) |? f = fm Bn Os 


(2) aoe lg(t—nu,)|? =A, VtER, 则 {gx(t), nk € Z) 是 
0 neZ 


LR 中 的 一 个 框架 界 等 于 A 的 紧 框 架 . 


第 六 章 “ 小波 逼 近 与 算法 


迄今 ,我 们 已 经 冰 述 了 小 波 分 析 的 基本 理论 ， 所 研究 的 主要 对 象 是 连续 
依赖 于 时 间 变 量 的 函数 或 信号 . 但 在 实际 应 用 中 , 我 们 面 对 的 往往 是 一 组 离 
散 形式 的 数据 ,怎样 把 实际 数据 与 小 波 理 论 联系 起 来 , 怎样 在 计算 机 上 开展 
TH, 这 正 是 本 章 的 主要 目的 . 本 章 主要 介绍 信和 号 的 多 尺度 允 近 、 分 解 与 重 
构 ，Mallat 快速 算法 , WERK. 提升 格式 , 整数 小 波 变 换 , 正 交 小 波 包 
等 . 


6.1.1 信号 的 多 尺度 逼近 


BV; ez 是 L2(R) 的 一 个 OMRA，g(t) 是 相应 的 尺度 函数 . 对 于 
LR) 中 的 任 一 函数 fC), 或 称 模拟 信 号 ,都 可 用 一 个 不 同 尺 度 的 函数 序列 
Oez iB, 其 中 f;(z) E V 称 为 f(z) 在 第 ;个 尺度 空间 V; 中 的 近 
似 分 量 , 而 称 序列 {fj O) ;ez 为 函数 SO 的 一 个 多 尺度 通 近 . 工程 实践 中 通 
过 采样 获取 数字 信和 号 就 是 一 个 逼近 过 程 . 具体 地 说 ,考虑 一 个 支撑 区 间 为 
[a,b] PRR f(t), 给 定 等 距 采 样 间隔 4 作为 基本 单位 , 对 应 于 ;尺度 的 采样 
间隔 为 分 ， GEL, 采样 点 记 为 太一 < 十 (十 1 5 (ke Z), 相应 的 采样 值 记 


为 ci 一 fh), RIERA WR yO, k € Z) 是 W 的 一 个 基 , 那么 
六 CD = 了 @) EV; 
就 是 (OV, 中 的 一 个 近似 ， 其 中 p O 可 取 尺 度 函 数 p(t) 的 二 进 伸缩 与 
整数 平移 ， 即 
gat) = 2292t— Ah, jkEZ 
此 时 ,由 于 (px (D，AE Z) 是 Vi 的 一 个 标准 正 交 基 , 所 以 采样 值 c EA 


NSB 5 AE 
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Bo, O 与 逼近 信号 fj; (1) 之 间 满 足 关 系 式 
Cie = Spa, REZ 
6.1.2 Haar 小 波 分 解 算法 
现在 , 我 们 以 Haar 小 波 为 例 , 简要 地 介绍 信号 的 小 波 分 解 与 重 构 过 程 ， 


以 便 对 信和 号 的 分 解 与 重 构 有 一 个 比较 直观 的 理解 和 认识 . 
Bo) 与 wb 分别 是 Haar 尺 度 函 数 与 小 波 函 数 , 则 尺度 空间 V; 和 小 波 


FARW, 分 别 由 | 
(22 9C2it — b) hrez 5 (22 g(t — k) hrez 

生成 . 为 简单 起 见 ,考虑 一 个 支撑 区 间 为 [0,1] 的 信号 SO € L?CR), 经 过 
RAE RPL). 得 到 采样 值 为 一 1,4,2, 一 3. 这 等 同 于 由 O 得 到 了 


一 个 阶梯 函数 : 


—l, 0<r<, 
1 1 
4, 1 StF 
fz(t) = 1 3 
2, 7 St< > 
3 
— 3, SiL 
0, ”其 他 . 


BD fO 在 尺度 空间 V2 中 的 一 个 逼近 . 因为 Haar 尺度 函数 为 
1, O[K¿<l, 
?一 to 其 他 ， 
FEA, O 可 用 Vs 中 的 基 表 示 为 
f2@) =— plt) + 4e(4t — 1) + 2e(4t — 2) — 39(4t— 3). 
我 们 知道 ，Haar 小 波 的 双 斥 度 方程 为 
ie = g(2t) + e(2t—1), (6.1) 
Pa) = pt) — ot — 1), 
所 以 有 


g(20 = FO +90), 
(6. 2) 


p(2t—1) = F690 — 9). 
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于 是 ， Viaok EZ, A 
pt — 2k) =A (gt — k) Ht k), 
pit — 2k — 1) = A (gt —k) — Kt — k). 
由 此 取 j =1 Ak =0,1, RA fo) 的 展开 式 ， 得 
3 1 5 
fo = ŽD 一 去 PC22 一 1) — 3 yc2n + dye2t—1). 
其 中 前 2 项 
AOD = 392) -tg E V 
5 


w =~ 2-621) 十 六 92 一 DEW, 


则 是 S/O EW 中 的 小 波 分 量 . 于 是 , 有 
fo) = fx, OD +w,@. 


(6. 3) 


(6. 4) 


由 于 AO 代表 了 fz(t) 的 主要 部 分 , 所 以 w(t) 反映 了 用 AO 逼近 fo (2) 


时 所 产生 的 误差 ,因此 小 波 分 量 w (2) 又 称 为 细节 分 量 . 
进一步 ， 放 (tz) 还 可 分 解 为 
fA@ = Sot) + yd), 
其 中 的 第 1 项 
fo) = So) 
是 f(t) 在 Vo 中 的 近似 分 量 , 第 2 项 
wo ( = gt) 
是 fC) 在 Wo 中 的 小 波 分 量 . 
综合 上 述 , 最 后 的 分 解 结果 为 
f2 C2) = fh wo lt) + rw A, 
其 中 fy (2) ,wo E) ,wi (2) 分 别 如 (6.5),(6. 6), C6. 4) 式 所 示 . 
一 般 地 , 设 fii 是 信号 f(z) ETS Vin. 中 的 逼近 ， 即 
fin Ct) = Deep (2 t— k) 9 
REZ 
将 上 式 右 端 先 分 解 为 偶 部 与 奇 部 ,再 用 (6. 3) RRA, 得 


(6. 5) 


(6. 6) 


(6. 7) 


fj (1) = > cng (21 t — 2k) + Do cj gh 2i1 t — 2k—1) 
REZ kEZ 
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= 15 Cej, 2e F Cj, 2e ) p21 —k) 
kEZ 


+ z= (cptt.2e — Cita cer YCE — k) 
EZ 
= fiO tw), (6.8) 
其 中 方 (9 5 w O AA S O 在 Vi 与 Wi 中 的 分 量 ， 注意 到 


fF, = X cgt — k), 
keZ (6.9) 
w(t) = Dy dj apt — k), 
kEZ 
其 中 , dja 称 为 小 波 系数 或 细节 系数 . 比较 (6. 8) 与 (6. 9) 式 , 得 
Ck Ca + cj)» 
(6. 10) 


dj, = ORI — C41,2441)- 
如 果 用 7) 一 1 替代 上 述 分 解 过 程 中 的 )， 则 又 可 把 AO 分 解 为 
FO = fpr Hwa A). 
如 此 继续 下 去 , 就 可 得 到 
Sj D = fo +p) +, a) He H w CE, (6.11) 
其 中 fo@ Æ Sj O 在 Vo PRIA, 而 w(t) E Sj O EW, 中 的 小 
波 分 量 , m = 0,1,2,…,j. 


6.1.3 Haar 小 波 重 构 算法 


在 完成 重 构 之 前 , 我 们 必须 明确 上 述 分 解 的 目的 是 什么 , 分 解 结果 有 何 
用 处 . 例如 , 若是 为 了 去 除 信号 的 噪声 ， 则 相当 于 噪声 的 分 量 w (1) 可 以 被 
GH, 余下 来 的 信号 就 不 至 于 有 太 大 的 噪声 .又 如 , 若是 为 了 数据 压缩 , 则 
舍弃 那些 幅 值 较 小 的 分 量 rw (z) 而 不 会 对 原来 的 信号 有 太 大 的 影响 ， 从 而 可 
以 获得 较 大 的 压缩 比 . 

不 论 以 上 哪 种 情况 ,本 质 上 都 是 修改 分 解 结果 中 的 小 波 系数 dja 为 简 
单 起 见 , 修改 后 的 d;a 仍 记 为 dj.;， 由 此 可 依次 重 构 各 个 分 量 

frei @ = fi F Wnt), m=0,1,2,.,], 
于 是 , 可 得 到 重 构 信号 为 
fin @ = Dycerap 2 eb) . 
根据 (6. 10) 式 , 这 里 的 系数 ci, 可 由 计算 公式 
{free = Cmk dmh’ 


Cott kH = Cmk — dm.k? 


(6, 12) 
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依次 取 m = 0,， 1 2，…… 7 迭代 得 到 . 
6. 1. 4 ”小 波 信号 处 理 的 主要 步 双 


一 般 说 来 , 小 波 应 用 于 信号 处 理 的 过 程 基本 上 遵循 上 述 几 个 步骤 , 只 是 
需要 另外 适当 选 定 小 波 , 并 利用 下 一 节 介 绍 的 Mallat 算 法 . 现在 , HRV; } ;ez 
Æ L’ (R) 的 一 个 OMRA，, oft) 与 光芒 是 相应 的 尺度 函数 与 小 波 ， 那么 对 信号 
f(t) E L?(R) 的 处 理 过 程 可 大 致 分 为 4 个 主要 步骤 . 

第 工 步 : 取样 . 这 一 步 又 称 为 预 处 理 ， 需要 选择 适当 的 尺度 J ( 称 为 顶级 
REE), 使 得 逼近 子 空 间 V7 能 最 佳 地 反映 f(z) 的 各 种 信息 . 这 只 需 使 27 大 于 
信和 号 的 Nyquist 取样 率 即 可 (例如 ， 人 耳 听 力 的 最 大 极限 频率 20 kHz 的 2 倍 
就 是 语音 信号 的 Nyquist RiR, BP 40 kHz. 详 见 文献 L[21]). 具体 地 , 设 取 
HBA 2), 令 取 样 值 


k 
ea = Aa) 
则 有 f(z) 的 最 优 近似 或 逼近 (也 称 取样 信号) 
fy) = Dicy pp (lt —k) E Vz. 
REZ 


实际 上 , & 的 取 值 范围 是 有 限 的 , 由 信号 f(z) 的 持续 时 间 即 支 集 suppf(#) 决 
定 . 例如 , 若 suppf() = [0,1], 则 0 委 4 委 21 一 1. 
如 果 信号 已 离散 化 , 那么 这 一 步 就 不 需要 了 . 
第 2 步 : 分 解 . 利用 Mallat 分 解 算法 把 fj (2) 分 解 为 
JO = wey tw, O +e tw, O E Sy O, 
HPAES fj; (1) 与 小 波 分 量 ww (2) 满足 SaO = fjO+w@, H 


fj, = Sapt — k), 
kEZ 
| = dj ypt — k), 
kEZ 
MiB AM ca 与 小 波 系 数 dj;,; 是 根据 顶级 的 cj,* 并 利用 下 一 节 的 公式 
(6.17) 依次 取 j == 本 一 1,J 一 2,… 迭代 得 到 ， 直 到 分 解 达 到 了 满足 要 求 的 尺 
EKF j = Jo 或 者 不 可 再 分 解 了 为 止 . 
第 3 步 : 处 理 . 经 过 分 解 后 , 信号 具有 如 下 形式 : 


fy@) = 5 (X djap t —A))+ 26h sp (2et—k). 
j=Jo REZ 


现在 , 通过 修改 其 中 的 小 波 系数 dja 达到 信号 处 理 的 目的 . 例如 ,若是 为 了 
滤 除 信号 的 高 频 信 息 , WEA ATE A dja 置 为 0, 这 很 可 
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能 仅仅 滤 除 了 与 某 些 & 对 应 的 信和 号 成 分 ， 又 如 ， 者 是 为 了 数据 压缩 , 则 把 所 
有 绝对 值 小 于 某 个 阔 值 的 d 置 为 0， 无 论 什么 目的 ， 处 理 的 本 质 就 是 修改 
系数 dj, 
第 4 步 : 重 构 ， 现 在 的 目标 就 是 获得 修改 后 的 信和 号 f, (2), BD 
Ji) = Scag 2t — k), 
AEZ 


E 

其 中 , 系数 ca 是 利用 Mallat 重 构 算 法 (6. 18) RRE j = JoJo 十 1,…， 
J- LERA. 值得 注意 的 是 , (6. 18) 式 中 的 必 , 是 第 3 步 修 改过 的 小 波 系 
数 , 所 以 这 里 的 cj 与 原来 的 cj , 当然 是 不 同 的 . 但 从 理论 上 说 , 二 者 应 近似 
相等 . 

必须 指出 , 这 里 的 第 3 步 正 是 小 波 应 用 的 关键 ， 需要 理论 联系 实际 , A 
体 问题 具体 对 待 . 至 于 如 何 选取 阔 值 ， 如 何 评价 重 构 信 号 的 优 劣 等 问题 , 我 
们 将 在 第 8 章 进行 深入 讨论 . 


6.2 Mallat 算法 


1989 Œ, Mallat 在 小 波 变 换 多 分 辩 率 分 析 理 论 与 图 像 处 理 的 应 用 研究 中 
受到 Burt 与 Adelson 塔 式 算法 的 启发 ， 提出 了 信号 的 塔 式 多 分 辨 率 分 解 与 重 
构 算法 , 这 就 是 著名 的 Mallat 算法 . 一 般 认 为 ，Mallat 算法 在 小 波 分 析 中 的 
地 位 ,类似 于 快速 Fourier 变换 (FFT) 在 经 典 Fourier 分 析 中 的 地 位 . 

BEV; hie Æ L? (R) 的 一 个 OMRA， pt) 是 相应 的 生成 元 ,相应 的 双 尺 
度 方 程 为 


g(t) = Tho (2t—~k), g(t) € Vy, 
REZ 
GO) = È golt k), yt) € Wy, 
n€Z 
其 中 Bk 一 (一 1) 包 1. FES 
i i 
pik E) = 22 p(t — k), bis ©) = 22 pdt —&), 
mV; AW; ADB p G), k E Z} gj, (t), k € Z} 生成 ， 即 
W; = span{ys (0), k € Z}. 


6.2.1 分 解 算法 
EHO 与 (1) 分 别 是 Ct) 在 V 与 W; 中 的 逼近 与 细节 ,， 即 
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万 (人 一 onpad, ft) EV. 
nez 


w;(t) = diaj a), wA EW. 


分 解 算法 要 实现 的 目标 是 : HA ca) (hs), (ee) AREA Rca) 和 
细节 系数 (de 
AA Vin =V; OW; V; LW; 所 以 
Ck = SS 5 Pr? = Sa FWP? = SHP? 
= Dice Op Din? (6. 13) 
PEZ 


十 co — 
(pir1,p Pik? = Fons pa G) de 
= y+ [T gii p) T dt 


z= 2t — 


k lfe 一 一 
22 [T pE + 2k — p) gz) de 
1 ne 
一 22 (" o(2x-+ 2k — p) >} h,p aa n) dr 
7“ nEZ 


1 — maamo 
= 225) h| g2x+ 2k— p) pOT M dz 
n€Z T> 


= Jra (利用 g(t) 的 正 交 性 ) 
代 人 (6. 13) 式 ， 得 
1 ~ 
Chk T 记名 cr h pk. (6. 14) 
同 理 , 得 
1 — 
dj, = won Zp (6. 15) 


(6.14) 与 (6. 15) 式 合 在 一 起 即 Mallat 分 解 算法 . 
iC = {cn}, D = (dja) WHARF: 
H: >Ê; G PP. 
其 运算 意义 分 别 由 (6. 14) 式 和 (6. 15) 式 确 定 ， 即 


(HC), = A D ns h p-2e> 
P 


(GCH), = L Citi, p E p—2k- 


V2 pez 
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其 结构 示意 图 如 图 6-1 所 示 . 由 此 可 见 

CN = HNC, 

{pv one 


H H H H ,,, 


CO 一 一 


A x 
D" D' p` 
图 6-1 分 解 算法 结构 示意 图 


6.2.2 BWR 


TARA LARA ENR, KN RAN AME: 利用 (ec 
{djn} > (hs) 和 {gx} HIT FB A cir} :}， 其 中 djk ENAN 
RE p0) k E Z) 的 正 交 性 , 得 
Cite = CS Pre? 


= 《fj Pitre? TCW Piste? 
= tie Pi Piik? + 2 dio bip Pjk? 
p 


Fsi ip > hn 2p9 jl,m Pi+1,k 》 
V2 pez mEZ 


Ka ( 2 Bm2pP j.m? Pjk? 
Zp m 


cj pħhe—2p T -= L5a,, p&k—2p- 


-7 V2pez 
这 就 是 Mallat 重 构 算法 . 为 了 便于 计算 , 可 写成 如 下 公式 ，; 


1 
Cilk 一 ER 
dit, k 7 Boe i Ck-p)/28 p? (6. 16) 


Cpe = CH + djing 
为 了 更 清楚 地 表明 由 {cj.,} 和 {qdj,,} ONJKI—-D 重 构 {cie) 的 关系 ， 
采用 算 子 的 记号 H*:. PoP, SERII 


CH” C), = Bath 
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其 中 , C = (ca) 记 G* ; 12 +P, 其 运算 意义 为 


(G*D), = mu dir—p/28p> 
2 pez 


其 中 , D = (qj,:)}. 在 这 些 重 构 算 子 意义 下 , 式 (6. 16) 可 表示 为 
CH = H*O, 
DH = G* Di, 
Cin = (enn + pin ， 

于 是 从 7 =0 尺度 层 到 7 =J 尺度 层 的 重 构 算 法 过 程 可 用 图 6-2 表示 . 


a 


Al6-2 重 构 算法 结构 示意 图 
综合 上 述 结果 ,我 们 有 如 下 定理 . 


定理 6. 1 BV; jez Æ LR) 的 一 个 OMRA， {hy} 与 (er) 是 相应 的 小 波 滤 
波 器 系数 ， 则 
(1) Mallat 分 解 算法 为 


Cip = 1 c h 
jk T Stl. p tt p-2k? 
V2 pez 


1 (6.17) 
dj,g = cp E p-2k3 

2 pez 

(2) Mallat 重 构 算法 为 
~ 1 
Cj, = Faih 
p 

` (6.18) 


1 

dji = =) dj pgp 
V2 pez 

Ce = Ce Tee 


例 6.1 考虑 一 个 实 小 波 , 其 滤波 器 仅 有 6 个 非 零 系数 
hos his hos his hos hg. 
根据 公式 (6. 17)， 分 解 算法 为 
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a 
+ hy Cj41,2e41 thz Cj4+1,2k+2 +h chan ,2¢+3) ’ 
1 
V2 
+ hy Cpt ,28 — hcjm TF hacjtl,2e 2 )- 
对 于 重 构 算 法 ， 由 (6. 18) 式 不 难看 出 , 可 把 滤波 器 分 为 两 组 ， 即 
{hoz sho sho} 5 {h shy hs}. 
相应 地 , 把 Chr, 的 计算 分 两 步 进行 : 
先 计算 具有 偶数 下 标的 系数 Cie EREN (ho ,ho ,hs}， 得 
Chak = hocj + hoci,s tb hzci, prls 
再 计算 具有 奇数 下 标的 系数 Gao ERREA Aashish), 得 
Cat = Age; tT Arce Fhe; eu 
同 理 , HA a) 时 也 可 分 为 两 步 进行 , 计算 结果 为 


~ 


di, = goadj,p1 + 8odj k +8-24j.nH1» 


Ch—2¢j41 26-2 F ha Cj, + ho cj+1.28 


djk = (—h 2Cj+1, 2443 +h 1Cj4+1,2k+2 — Ao Cj+1.2e+1 


~ 


dim, = Ba3dj ei TE dja + gi1dj, e 
最 后 可 得 


1 ~ ~ N NE 
ciHI = Jy Crk + Cpr cert F dja, F dj, )- 


6.2.3 边界 延 拓 问题 


在 利用 小 波 处 理 信 号 或 图 像 时 ， 一 个 不 可 回避 的 问题 是 边界 效应 现象 . 
因为 实际 的 数字 信号 总 是 有 限 长 序列 , 而 大 多 数 小 波 滤 波 器 的 长 度 都 大 于 1 
(BR Haar 小 波 外 ),， 所 以 Mallat 算法 在 信号 的 边界 上 必然 将 滤波 器 强行 截 去 
一 部 分 后 再 作用 于 这 个 有 限 长 序列 来 实现 小 波 分 解 . 这 样 ， 再 经 过 后 续 处 理 
《如 边界 提取 、 噪 声 去 除 等 ) 之 后 重 构 得 到 的 信号 与 原始 信号 不 可 避免 地 在 边 
界 上 产生 较 大 误差 , 我 们 称 这 一 现象 为 边界 效应 . 为 了 解决 这 一 问题 , 最 根 
本 的 方法 是 构造 区 间 正 交 小 波 . 对 于 一 般 的 小 波 , 也 可 以 通过 边界 延 拓 方 法 
适当 增加 原始 信号 的 长 度 ， 以 保证 信号 的 精确 重 构 . 

不 失 一 般 性 , 设 信号 的 长 度 为 N, Bc = (co, ，,…,cN-1}. 又 设 滤波 器 


的 长 度 是 /， 进 行 小 波 分 解 时 只 需要 在 信号 的 左右 两 端 各 延 拓 上 =I 1 个 元 
素 即 可 , 这 里 [a 二 min{k € Zla <k), 例如 [2.51= 3. 延 拓 后 的 信号 :的 
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KEE N 十 2L. 

常用 的 边界 延 拓 方法 有 : 零 延 拓 、 常 数 延 拓 、 对 称 延 拓 以 及 周期 延 拓 等 4 
种 方法 . 

(1) 零 延 拓 这 种 方法 等 效 于 对 小 波 滤波 器 的 截断 ， 即 


= {0,° . 0 ,0,c0 sC] 9 ”CN 一 1 00). 


L 
(2) 常数 延 拓 这 种 方法 是 在 信号 边界 之 外 添加 常数 ， 即 


C= {co CoCo IC] "I CN 1 CN ° CN 1). 
vv ~ 


L L 
(3) 对 称 延 拓 ”这 种 方法 等 效 于 对 信号 在 边界 上 作对 称 折合 . 当 ! 是 偶 
数 时 ， 即 


c= {ep -1 9778 9C0 9C0 sC] stts CN EN CN 9 CNL} 
1 ~~ Vv 


L L 
41 是 奇数 时 ， 即 


C= {Cp atts C2 sC] C0 C1 CN 1 ?CN 2 E N=3 +" CNH P- 
4 v 


oL L 
(4) 周期 延 拓 ”这 是 经 常 使 用 的 延 拓 方法 ,相当 于 对 信号 头 尾 相 接 , fF 
成 循环 信号 , 即 


C= {CN CN 2 ICN 1 C0 C1 9 CNHI C0 C1 "C1 1}. 
v —wv 


L L 
在 实际 应 用 中 , 一 般 根据 小 波 的 性 质 采 用 对 称 延 拓 和 有 周期 延 拓 这 两 种 方 
法 . 如 果 小 波 具 有 对 称 性 , 那么 对 称 延 拓 的 效果 比较 好 ， 对 于 非 对 称 小 波 ， 
往往 采用 周期 延 拓 法 . 文献 [213] 还 介绍 了 两 种 对 称 周期 延 拓 方法 ,并 且 较 
为 详尽 地 阅 述 了 有 关 特 性 , 这 里 就 不 再 讨论 了 . 


6.3 双 正 交 小 波 与 提升 格式 


在 实际 应 用 中 ， 人 们 往往 要 求 小 波 同时 具有 正 交 性 、 对 称 性 、 紧 支 集 等 
多 种 性 质 . 但 Daubechies 已 经 证 明 : 对 于 实 小 波 , 只 有 Haar 小 波 同 时 具有 正 
交 性 , 对 称 性 和 紧 支 集 性 质 , 而 Haar 小 波 的 根本 缺陷 是 光滑 性 较 差 . 双 正 交 
小 波 较 好 地 解决 了 这 个 问题 , 我 们 在 第 五 章 已 经 详细 阐述 了 有 关 理 论 , 这 一 
节 主 要 介绍 双 正 交 小 波 的 Mallat 算法 与 提升 构造 问题 . 
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6.3.1 双 正 交 小 波 的 Mallat 算法 


BEV; ies 和 {V )jez 为 LRO 的 一 组 双 正 交 ( 或 对 偶 ) GMRA: 
Via = =V OW 
=V OW, (6. 19) 
V; LW. W; | Vř., jE€Z, 
HPW 是 Vj EV 中 的 补 集 , 不 一 定 是 正 交 补 ; W} EV? 在 V 六 ;中 的 补 
集 , 也 不 一 定 是 正 交 补 , O 表示 直 和 运算 ，| 表示 正 交 运算 . 
MEL (pO) AOp Op O) 为 相应 的 双 正 交 小 波 系 统 ， 相 应 的 双 尺 
度 方程 为 
g(t) = Dy hyp(2t—h), 
AEZ 


POD = >) gp 2t— hk), 


- FEZ (6. 20) 
p(t) = hg e* (Qt—k), 
REZ _ 
g(t) = Si gfe" Qt— k). 
REZ 


其 等 价 的 频 域 形 式 为 
pl 2w) = Hw) ow) ’ 
Pw) = Gl) Elw), 


a 人 (6. 21) 
9 (2w) = H* wg" w), 
J” (2u) = G* (w)G* (w). 
其 中 双 正 交 滤 波 器 组 (万 (wo) , 百 *(o) ,GCw),G* (w)) 为 
Hw) = 15 het, 
2 kez 
Glow) = D eTike 
i * ke (6. 22) 
H* (w) = $ave e tte, 
ŁEZ 
G* (w) = 3 Ig; e ite 
kEZ 
和 双 正 交 ( 或 对 偶 ) KA: VLEZ, 有 
4p ”0 一人) 一 (0 人 (一 站 ) 一 0， 
| ee ee (6. 23) 
《2P ps -—l1)= Cy" C+ —1))= 00,13 
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并 且 (228(21z 一 个 ， k E Z) A229" (2th), RED) 分 别 构 成 V; VS 的 


Riesz 基 ， (23 yt — k), k ED jez mg (2t — k), k € Z}jez 均 构成 


L? CR) 的 Riesz 基 . 
下 面 我 们 给 出 相应 的 分 解 和 重 构 算法 . 
对 于 7 EZ, 定义 投影 算 子 : 
| L? (R) Vj, Pf = XPa = D apja 
kEZ REZ 
Q;: L?(R) >W;,, Qf= Df Beis = re 
REZ REZ 
其 中 Chk 一 Popre?» dj, = Sopra. 


由 双 尺 度 方程 
g(t) = >) hspl2t— k), 
kEZ 
我 们 有 
i i a 
Pje E) = 22 pt — k) = 22 X hpp t —k) — p) 
PEL 
131, ge “G24 — 2b — p) 


Kai 


=- L D hy wp, (2). 
2 pez 


1 
Pik (t) = -一 gsr apie ? 


spr) = ey hizpi, p), 
2 pe 


pad ==>) gh apap O. 
2 pez 

由 此 , 我 们 可 以 建立 分 解 公 式 
Ck = SSG? = pi 


-3% hpa (fogpap? = Baira" Ci. p 
同 理 有 


dj, 一 am Epok Cj, p- 


2 pez 


(6. 24) 


(6. 25) 
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反 过 来 , 有 重 构 公 式 
Ch 站 1 7 opha? = (Pif HOS phar 》 
一 (Pi f Que? + (Qi Sopak? 
=( 2 .9pj,p Pk? +< Didis PRH? 
pez pew 


1 * 
一 Ci -一 六 2p0)1 590; ) 
D jsp Z, 2PPj+,m! PjH,k 
l * 
十 > dj,p 万 2 Bm-2p9 jtl,m PHR? 
pEZ V2meL 


1 1 
= ŁY msej p +E ge zpdj.s 
le 2pr yep pa 2p j.p 


从 而 下 面 结果 成 立 . 
定理 6.2 ” 设 投 影 算 子 P;,Q 的 定义 如 (6. 24) 式 ， 则 有 如 下 分 解 和 重 构 算法 : 
(1) 分 解 算法 : 
1 
Cik 一 hpa” Cji p? 
25 (6. 26) 
dj, = ae Cj+1,p) 
2p 
(2) 重 构 算 法 : 
1 1 
Ga. == hy—2pCj.p 十 一 Bh—2pd ip (6, 27) 
JT, Faculte np posite ip 


我 们 看 到 ， 双 正 交 小 波 的 Mallat 算法 (6. 26), (6. 27) 与 正 交 小 波 的 
Mallat 算法 (6. 14),(6. 15) 及 (6. 17) 很 相似 . 但 在 双 正 交情 形 , 分 解 与 重 构 
过 程 采 用 的 分 别 是 不 同 的 两 对 滤波 器 , 分解 时 用 的 是 {hx ), (gx ), 而 重 构 时 
用 的 则 是 另 一 ian {gs}- 正 因为 如 此 , RITHE } igi) 称 为 小 
波 分 析 滤 波 器 , 把 (hi)， ee 滤波 器 . 


6. 3.2 提升 格式 的 频 域 表示 


迄今 为 止 , 我 们 所 接触 到 的 小 波 理论 都 是 建立 在 Fourier 分 析 的 基础 之 
上 的 , 因此 不 可 避免 地 受到 Fourier 分 析 的 局 限 . 1994 年 , Sweldens 提 出 了 一 
种 不 依赖 于 Fourier 变换 的 小 波 变换 技术 并 称 之 为 提升 格式 (Lifting 
Scheme), 其 主要 的 新 颖 之 处 在 于 : 一 是 可 根据 需要 来 设计 小 波 , 通过 不 断 
修正 来 提升 小 波 的 性 质 ( 如 消失 矩 等 ); 二 是 能 够 改进 小 波 变换 算法 以 提高 算 
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法 的 速度 . 

下 面 我 们 假设 尺度 函数 、 小 波 函 数 及 它们 的 对 偶 都 为 紧 支 集 的 ， 则 它们 
相应 的 双 尺 度 符号 为 三 角 多 项 式 ,也 就 是 双 尺度 方程 中 只 有 有 限 个 系数 非 
F, 则 双 正 交 条 件 (6. 23) 的 一 个 必要 条 件 为 


M* (wo)AMTCo) =I, (6. 28) 
其 中 
H H 
Mw) = | Cw) ore] 
Glo) Gtw+n) 
M* w = É Ww) H" w+) 
G* (w) G* lw +n) 
我 们 选择 
人 = e" H* lwrn), 
(6. 29) 
G*@w =e Hlo F n), 
则 条 件 (6. 28) 等 价 于 
{ree Hw+tH* lwt n) Hlo t = 1, (6. 30) 
H* (ww) Ga) + H* w+ n) Gw Fo = 0. i 
当 Hlo) = H* (wo) 时 即 为 正 交 情形 ， 此 时 式 (《6. 30) 为 
|H |? +| Hlo t|? =1. 
由 双 尺 度 方 程 (6. 20) RA 
十 eco ; 十 co . 
Pow) = [Ho $" @) = I H* 20). (6. 31) 
j=l j=l 


我 们 要 求 此 处 的 无 穷 乘 积 绝对 收敛 , 并 在 任何 紧 集 上 一 致 收敛 . 
从 低 通 滤 波 咒 得 到 高 通 滤波 器 有 多 种 方法 , 这 可 由 下 面 的 定理 给 出 . 


定理 6. 3 Hlo), H* (w) 为 在 (6. 30 式 意义 下 的 双 正 交 滤 波 器 ， 则 Glw)， 
G* (w) 满足 (6. 28) 式 当 且 仅 当 
G* (w) = & Hlo F wk 2w) 
{oc = eo H * (wH mk w), 
其 中 kla) A Wiener H HK, kw) Æ 0. 


(6. 32) 


所 谓 Wiener XAA PO, HE > 是 复 变量 , ME P) 的 Laurent 展开 
式 P(z) = 了 中 ， 系数 序列 {pi} € r. 
REZ 


由 定理 6. 3 可 知 , RAH kw) 为 单项 式 时 , Cw) GC" w) 均 为 三 角 多 项 
式 . 下 面 我 们 就 针对 这 种 情形 进行 讨论 . 
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516.4 Rot) ELR) 是 给 定 的 尺度 函数 ，H(w) 为 相应 的 滤波 串 ， 且 
满足 
0<AX<|H@) |? + Hlwt l? <B, 
其 中 及,B 为 两 个 正常 数 . LHS (w) 与 How) RER, N H* (w) 与 
Hw) 双 正 交 的 充分 必要 条 件 是 
H* (w) = Hë w) +e Hlo F Oso), (6. 33) 
其 中 SCo) ALA SAK. 


证 ” 先 证 充分 性 . 设 (6. 33) 式 成 立 , 因为 AS (o) Hw) 双 正 交 , 并 注 
意 到 Hlo) 的 2n 周期 性 ,所 以 
1 = Hë (w) Hœ) + He (+n) Hlo t n) 
= ( H* (ao) — e H lo F oso) ) Hw) 
+(H* lwt o +e Hlw)sQw)) Hlo +7) 


= H* w) H@) +H* (o+ Hota. 
再 证 必要 性 . HERRAS Ho |+ Hoto KBA, Hw) 
Hw+x) 不 可 能 同时 为 零 . S Alo) = H* (w) — Hë Cw), Mj 
Ao) H@) +Awtm Hot n) = 0, 
AW) 利用 例 1. 28, 即 得 


对 一 一 一 一 一 
Hlo t n) 


Alw) = e H lot 2) s(2w)s 
其 中 s(2w) 为 三 角 多 项 式 . E 
以 上 引 理 给 出 了 与 一 个 给 定 的 滤波 器 双 正 交 的 所 有 滤波 器 的 形式 . 于 是 
我 们 可 以 得 到 双 正 交 小 波 的 提升 格式 如 下 : 


推论 6.5 (Hw), He (w),Go《w),G*(w)) 是 一 组 双 正 交 滤 波 器 , > 
H* (w) = He (w) +G* Ww) sa), 
{a = Gy le) — H(w)s(2w), 
RW { Hw) ,H* (w),Gw),G* (w)} 也 是 一 组 双 正 交 滤 波 器 . 


(6. 34) 


证 由 (6. 34),(6.29) 以 及 (6. 33) 式 可 知 
H* (w) = Hg lw) +G* Cw) sw) 


= Hý (w) +e H lwt xn)s Cw), 
Glw) = Go w) — Hw) s (2w) 


= ew He lwt n) — H Cw) s(2w) 
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= eo (Hë (w+ n) — eH (w)s(2w)) 
=e H* (+n. | 
PAVERS, 经 过 一 次 提升 , 尺度 函数 与 对 偶 小 波 并 未 改变 ,而 小 波 与 
对 偶 尺度 函数 都 发 生 了 变化 .由 于 


=G(F)eF)- Os), (6. 35) 
从 而 可 以 得 到 
y(t) = >》>8p(2 一 有 一 wp( 一 A). (6. 36) 
REZ kEZ 
同 理 , 因为 


= Hi (3) (Z)+e" (2) e (9) 


= Hi ($) 8" ($F) 他 w), (6. 37) 
所 以 
po* (0D) = DR pg Otk) +’, sag (tk). (6. 38) 
LEZ kEZ 


从 而 有 下 面 的 时 域 形 式 的 提升 格式 . 


E66 Elore ih (6 OD} 是 一 组 给 定 的 初始 的 双 正 交 尺 度 函 
数 和 小 波 ， 则 一 组 新 的 双 正 交 尺 度 函 数 和 小 波 {p(t) ,9* WY), 
J* (1)) 可 定义 如 下 ; 


gt) = gp), 
gt) = pA — S) spt k), 
Z (6. 39) 
P D =o) + Dd) sh" k), j 
REZ 


g(t) = X gi o* (2t—&), 
REL 


HP y(t) = Dd) gelt k), MH GL) = DIAL gpg* (21—k). 
REZ 


REZ 
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6.3.3 双 正 交 小 波 的 提升 构造 

利用 提升 格式 , 我 们 可 以 从 一 个 最 简单 的 小 波 ( 如 Haar 小 波 ) 出 发 , 构 
造 出 具有 对 称 性 、 高 阶 消失 矩 等 优良 性 质 的 双 正 交 小 波 . 

例 6.2 Haar 小 波 的 提升 已 知 


Hi (w) = H(w) = tye, 
G* lw) = Glo) =-t+tew 
0 2 2 ? 


我 们 希望 经 过 提升 后 的 小 波 具 有 二 阶 消失 和 矩 . 
注意 到 HCO) = 1, Go (x) =— 1, Go(0) = 0, 根据 (6. 34) R, 取 
Glo) = Go (lw) — H(w)s(2w), 
则 
G (w) = Gy (w) — H (ws Cw) —2H(w)s (20). 
因为 Haar WRB A BNA AE, BTL 
GOO) = G, (0) — H(0)s(0) = 0— s(0) = 0. 
由 此 可 知 s(0) = 0. 
如 果 要 求 提升 后 的 小 波 具 有 二 阶 消失 矩 ， 则 
G'(0) = Go(0) — H’(0)s(0) — 2H(0)s’(0) = 0, 
即 


-44i O (0) =0, 
RESO =— 1. 为 了 保证 对 称 性 , 我 们 取 sw) 一 一 十 sinw, 则 
H* (w) = He Ww) +G* lw) s(2w) 
=F AHC) (sin 2w) 


AHE HEC H ee) (elt 一 ee) 


1 
2 
1 l iw li l izw l ity 1 -i 
gb ge Eiee" 16 T Tg 16° 
同 理 可 得 
Glw) = Go le) — Hw) s€ 20) 
=- 1 — ee iw eizo 一 1 i2w l —i 3w 
+4 +4 Ge +4 ee i6e “. 
这 刚好 对 应 于 Cohen-Daubechies WER Ma 
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6.3.4 ”提升 格式 的 Mallat 算法 
下 面 , 我 们 给 出 提升 格式 的 小 波 分 解 与 重 构 算法 . 


利用 双 尺度 方程 与 提升 格式 
g(t) = D hag (2t— k), 
kEZ 
h(t) = >) gip(2t—k), 
kEZ 


Pt) =p — Dd) op 一 四， 


n€Z 


i. i | 
Pia = 22 p92it —k) = 22 X ho (2(2t — k) — p) 
PEL 


hp2? (2i114 — 2k — p) 
=p ? 


= Ahea. 2p D = ~ 5 hpp j, p 0 9 
bj 0) 一 27 Ch it — k) — X) spot —k—m)) 
mEZ 


i . 
= 22 ( S gpt —k) — p) 
pEZ 


— D sma D hpp Zt — m) ~~) 


mEZ pez 
g 2 F (25714 — 2k — p) 
Ka P p 


Smk Th pHi 2m — p) 
Z>, pez 


= Fela, aktp 一 i ma Da hP iti, 2mp © 


= = Deap. pi) 一 5 a, Dye OF 


PEL 
同 理 , 由 双 尺度 方程 SRR 
p 0) = Dh p (t—k) Ds yp* G—!), 
REZ REZ 


ga = Deio" (2t—k), 


REZ 


a 
an 
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PD = DT hp an pin, p O + D1 siombi > 
aa mEZ 


pa = ED gp ppt). 
2 pez 
因此 可 以 建立 分 解 公 式 
* 1 其 * * 
Ca = pi = Shi Gap T 2 Stompin? 
V2 pez mez 


1 T> x yl * 
=F Dah ghp) + > Sem S Pim? 
pEZ mEZ 


1 了 * 
一 Rha Cit. + > Sp—md jm: (6. 40) 
V2 pez mEZ 
同 理 有 
1 
djm = a Epek Citl,p: (6. 41) 
V2 pez 


RŽ, 有 重 构 公式 
Chik 一 Pph? = (Pif TOF pine) 
= Pjf Pir) + (Qf GAL? 
= ag j pP;, pu, + id jPi, p Pjur, R? 


“Se hp a Ph. R? 


pEZ 
+< did jib g Depa, n 一 之 Sep Dy ham, a)? Pir, R? 
pez mEZ nE 


1 
一 Feu 20Cinp +7 Didp (23-2 ~~ 之 mphh ) 
V22E V2 pez 


1 
= pah- 2p (cip 一 sd jn)t zel- —2pđ j, p. (6. 42) 
V2pe 


在 实际 noma He FES RRIA EERW 
分 解 过 程 : 
第 一 步 ERS, 


c* 
Chk Z2 hpr” Cp? 
V2 pen 


dj,k = LYS ga 2k Cpa, 
J ich 六 J+, p- 


第 二 步 ” 计 算 提升 后 的 系数 
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Cj = Cjr F S sem jum: 
med 


重 构 过 程 ; 
第 一 步 计算 
Chk =~ Chk D srad; m 
mEZ 
Boe HA 


1 * 1 
Cjti,k 一 TP ete + 万 di 


6.4 提升 格式 与 整数 小 波 变 换 


小 波 在 图 像 处 理 中 具有 广泛 的 应 用 . 通常 的 小 波 滤波 器 都 是 小 数 形式 ， 
而 实际 的 数字 图 像 都 采用 整数 表示 ， 如 果 通 过 Mallat 算法 来 实现 小 波 变换 ， 
那么 经 过 变换 ( 即 滤波 ) 后 的 数据 就 不 再 是 整数 ,因而 无 法 实现 无 失真 的 小 波 
重 构 . 这 就 限制 了 小 波 变换 的 应 用 . 提升 格式 (Lifting Scheme) 不 仅 提 供 了 
构造 紧 支 集 双 正 交 小 波 的 一 种 方法 , 而且 也 能 够 实现 从 整数 到 整数 的 小 波 变 
换 . 任何 小 波 变 换 都 可 用 提升 方法 实现 . 


6. 4. 1 提升 格式 的 多 相位 结构 
考虑 小 波 滤 波 器 日 二 (及,k& © Z) 的 z 变 换 , 记 为 日 (z), 即 


H(z) => ye, (6. 43) 
2 REZ 
称 为 滤波 器 H 的 多 相位 表示 或 者 z 域 表示 . 显然 , 有 
H(z) = H) +271H,(2*), (6. 44) 
ER, H(z) A(z) 分 别 与 昌 (z) 中 的 偶 次 项 与 奇 次 项 部 分 对 应 ， 即 
H,(z) = 1S hye ’ H,(2z) = F hae ’ (6. 45) 
2 REZ REZ 


或 者 
H,(z2) = 5 (H(z) +H(—2)), 
H,(22) = FHG) — HC(— 2z)). 


对 于 滤波 器 G, RUE H* ,G* ,也 有 类 似 的 多 相位 表示 . 
EX H MG 的 多 相位 矩阵 (Polyphase Matrix) 为 
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(6. 46) 


H(z) G,(z) 
P(z) = 9 


H,(z) G,(2) 
易 知 
at 1 H(z) oe | | z | 
Pad =3 [ec G(— 2z) i 
类 似 地 , H* 和 G* 的 多 相位 矩阵, 亦 即 HAG 的 对 偶 多 相位 和 矩阵 为 
HŽ (z) GS 出 


H (z) Go (z) 


l —z 


P* (z) = | (6. 47) 


所 以 
E yi z | 
ZlG*(z) G*(—z) 
因此 , 双 正 交 小 波 的 精确 重 构 条 件 (6. 28) 或 (6. 30) 可 以 写成 
P(z)P* (z 1)T =I], (6. 48) 
其 中 , I 为 2X2 单位 矩阵 . 
现在 , 我 们 将 提升 格式 ( 频 域 形式 (6. 34) ,时 域 形式 (6. 39)) 用 多 相位 形 
式 重新 叙述 如 下 . 


1 —z 


定理 6.7 {H(z), Hö (z),Go(z),G”(z)) 是 一 组 双 正 交 滤 波 器 , A 
H* (z) = He (z)—G* (z)u(z 2 )， 
low = Gyo(z) + H(z) u(z’), 
其 中 ulz) £— Laurent Z AA, M{H (x), H* (z),Glz),G* (z)} 也 
是 一 组 双 正 交 滤 波 器 . 


(6. 49) 


定理 6.8 (HHBE (Holz), H* (z),G(z),G6 (z)) 是 一 组 双 正 交 滤 波 
器 ， 令 
ee = Ho(z) + G(z)v(2"), 
(6. 50) 
G* (z) = Gë (2) — H* (zx) vl 2%), 
EP vz) 是 一 个 Laurent 多 项 式 ， 则 {H(z),H* (z),G(z),G* (z)} 也 
是 一 组 双 正 交 滤 波 器 . 


容易 知道 , Hoult) 的 多 相位 分 量 的 偶 部 与 奇 部 分 别 为 日 .(z)u(z) 和 
H,(z)u(z), AEIR. 49) 式 经 过 一 次 提升 ， 新 的 滤波 器 组 的 多 相位 矩阵 
Pi(z) 及 对 偶 多 相位 矩阵 PY (z) 分 别 为 


提升 格式 与 整数 小 波 变 换 ED 219 


1 
Pre) = P| P), 
0 1 


ulz!) 1 
同 理 , 关于 对 偶 提升 , 也 有 类 似 的 结论 . 读者 可 自行 给 出 . 
根据 (6. 48) 式 ， 可 以 给 出 双 正 交 小 波 分 解 与 重 构 的 多 相位 表示 . 
设 输入 序列 {zx} 的 = 变换 为 z(z), Wi 
a(z) = r, (f) +2712, (2), 
其 中 x, (2) 和 zo(z) 分 别 为 偶 序列 {zo,) MAFI] (22,41) 的 = 变换 . 如 果 将 
输出 的 低频 分 量 与 高 频 分 县 的 = 变换 分 别 记 为 *(z) 和 d(z), 那么 分 解 与 重 构 
算法 (6. 26) 与 (6. 27) 用 多 相位 表示 即 


1 0 
Př (z) = P* (z) E | 


sCz) ee T(z) 
Mla? Cz )T “| (6. 51) 
与 
ge (6.52) 
z, (2) d(z) 


考虑 一 个 很 特殊 的 小 波 ， 其 滤波 器 系数 有 = hy = 20> Bf = Br = 
26» MI) 
H* iz) = H(z) 一 1， 
oe (z) = Gz) = 20. 
于 是 ,相位 矩阵 PC(z) 及 P* (2) 都 为 单位 矩阵 . 根据 (6. 51) 式 可 知 ， 此 时 的 
小 波 变换 仅仅 是 简单 地 把 输入 数据 一 分 为 二 , 偶 序列 组 成 逼近 分 量 ， 而 奇 序 
列 组 成 小 波 分 量 . 因此 ， 人 们 形象 地 称 这 样 的 小 波 为 Lazy 小 波 . 
对 于 有 限 滤波 器 H = {hi |k E Z, ki SkSk}, HP h, = 0, VR 
Hk>k. BR, H Wz 变换 是 一 个 Laurent 多 项 式 HC), BI 


he 
H(z) = Shae. 
k=hy 


于 是 , H(z) 的 次 数 为 
|H) | = ky — kı. 
因此 , 滤波 器 的 长 度 等 于 其 相应 Laurent 多 项 式 的 次 数 加 1. 
对 于 紧 支 集 双 正 交 小 波 ,其 滤波 器 都 是 有 跟 长 的 , 所 以 P(z) 与 P* (2) 
的 行列 式 det P(z) 和 det P* Cz) 都 是 Laurent SISK. 由 式 (6. 48) WA, 
det P(z) 及 其 倒数 都 是 Laurent 多 项 式 , 故 det P(z) 为 z 的 单项 式 . 容易 证 
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BA: 存在 常数 a A0,k € Z, 使 得 

G* (z) = CQ 之 一 24 二 1) 五 (一 zg ) ， G(z) 一 a RTD H* (一 z2). 
me Ra=1,k=0, 则 

G*(z) =z H(— z), Ge) 一 zx 万 * (一 > 1)， 
此 即 (6. 29) 式 . 或 者 等 价 地 有 
HŽ (2) =G (71), He (z) =—G,(z), 
tc (z) =— H(z"), Gi) 一 万 (= 1). 

下 面 , 我 们 将 根据 小 波 分 解 与 重 构 的 多 相位 表示 , 通过 对 多 相位 矩阵 

P(z) 或 P*(z) 进行 因子 分 解 , 给 出 小 波 变换 的 提升 实现 算法 . 


6.4.2 Laurent 多 项 式 的 Euclid 算法 


i alz) Ml b(z) H Lauret 多项式, 满足 |a(z)| Sl blz), (2) 40, 则 
有 如 下 带 余 除法 ， 
a(z) = b(z)g(z) 十 r(z)， 
HP, g) 和 r(z) 分 别称 为 商 和 余 式 ， 满 足 |e(z)| =la] 一 |6(z) | ， 
jrCz)| 过 |5(z)| 或 r(z) =0. 
为 方便 起 见 , 记 gq(z) = a(z)/b(z), rlz) = a(z) Mb(z). 
需要 指出 的 是 , 两 个 Laurent 多 项 式 的 商 和 余 式 并 不 是 唯一 的 . 例如 , 对 
Fale) = 2? + 22432", Wz) =e +z, 则 下 列 两 种 情况 : 
qg(z) = z1+3z, r(z) 一 一 4 十 2z; 
giz) =z! +2+3z, rlz) 一 一 2z 1 一 4 
都 满足 a(z) = 5C(z)g(z) 十 r(z), H 
lq(z)| 一 |aCz)| mlpCz)|, |r(z)| <a) I. 
利用 带 余 除法 ,可 以 给 出 Laurent 多 项 式 的 Euclid 算法 如 下 : 


定理 6. 9 (Euclid 算法 )” 设 a(z) 和 D(z) 是 Laurent 多 项 式 , 其 中 4b(z) HO, 
且 |a(z)| Slb) |. Salz) = alz)s bl) 一 5(z), 对 于 i 二 0,1,*…， 
进行 如 下 的 迭代 运算 : 
aim (z) = bi(z), 
eo = a; (z) %b;(z), 
KP |b (1 <14(2)|, WHERE n<| bz) | +1, 使 得 六 (z) 一 0， 
a, (z) = gced(a(z),b(z)) 为 alz) 与 blz) HRAKAA F (greatest common 


divisor). 
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Bic qi (z) = Qi (z)/b;(z) , 即 buy (z) 一 Qa; Cz) —9; (2b; Cz), 则 Euclid 
算法 的 第 i 次 兴 代 可 用 矩阵 表示 为 


res E i 1 | a;(z) 
baw) U 一 oj [6:2] 


Wu fe). 


i 1 
i=n — gi(z) 


pels re | wa 
bCz) jx] 0 0 上 
这 就 描述 了 种 由 Euclid 算 法 得 到 的 关于 Laurent 多 项 式 向 量 和 


分 解 . 
例 6.3 talz) =al) = z7 +6+z, blz) 一 加 (z) 一 4 十 4z， 则 由 
第 一 步 带 余 除法 ， 可 得 
al(z) 一 4 十 4z， bi(z) 二 4， gi (z) =} -1 +4. 


第 二 步 带 余 除 法 给 出 - 
azz) =4, ble) =0, gle) =1+z. 


es ‘|- ce 1 pts ‘Vt 
4+ 4z 1 0 1 0J00 
这 里 ，Euclid 除法 的 步 数 为 n =| b(z)| +1 = 2. 

6.4.3 多 相位 矩阵 的 因子 分 角 


正如 我 们 已 经 看 到 的 ,提升 格式 中 的 Laurent 多 项 式 ule) Rule) (以 下 
称 提升 因子 ) 的 确定 是 至 关 重要 的 ，Daubechies 和 Sweldens 通过 研究 多 相位 
和 矩阵 的 因子 分 解 来 解决 这 个 问题 , 并 给 出 了 下 面 的 定理 . 


于 是 有 


或 者 等 价 地 有 


no 


综 =] 合 起 来 有 


定理 6. 10 ”如 果 有 限 滤波 器 的 多 相位 敌阵 王 (z) 的 行列 式 等 于 1, Bp det P(z) 
= 1, 那么 必 存 在 Laurent $ HA ulz) fe p;(z) DSigm 及 非 零 常 


RK, 使 得 
1 O){K 0 
| | | | (6. 53) 


m k u; (z) 
pi(z) 1ljlo 1/K 


P(z) = TT 0 1 


其 中 ， Pm C2) = 0. 
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这 里 我 们 略 去 定理 6. 10 的 证 明 , 重点 介绍 提升 因子 u;(z) 和 p;(z) Ad 
i<m) 的 计算 方法 . 我 们 约定 , 在 以 下 的 讨论 中 始终 假设 det P) = 1. 
首先 , 对 H.) 和 H, 应 用 Euclid BK, 可 得 


H,(z) -T |; em] | 1 i 四 
H,(z) i=1 (0 1 pi (2) 1 0 ` 
id 
H,(z) GO? (x) -五 | u,;(z) | 1 i 0 | 
P° (xz) = ’ 
H,(z) Gz) i=] 1 pi(z) 1J10 1/K 
注意 到 


1 | 0 |- [š so) fe 0 j s(z) 
o 1 Jlo UK) lo UK) lo UK 1 


则 由 式 C6. 53) 可 得 ， 


l s 
Poe) = Pwl “|， 


1 
HP sC) = u,,(2)/K*. Hid 


zf 人 1 u; Cz) 1 0 alz) cCz) 
( = = 9 
Ae) Th 1 Inco i pi | 
则 
K 0 Ka(z) c(x)/K 
Po(z) = = 
(=) ae | VK eco scorn 
于 是 , 有 
1 s 
| O L CP P(e) 
0 1 
_ oc Noel 五 。(z) G, Cz) 
Kb(z) d(z)/K H,(z) G,(2) 
tn, (2)— -H œ) dag, (2) — -和 6, (2) 
— Kb(2)H,(z)+Kalz) H(z) —Kb(2)G, (2) +Kalz)G,(z) 
所 以 


d(2)G, (z) — c(2)G, (2) 
K 


G,(z) Giz) 
Gz) C2’ 


slz) = 


= G| Cz)G, (2) — G! (2)G, (2) 
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Um(2) = K*s(z) = K? 


i=1 


G,(z) Gz) 
归纳 起 来 ， 多 相位 和 矩阵 Piz) 的 因子 分 解 算法 大 致 有 以 下 3 个 主要 步 又， 
mo-i k u; (z) 
HD] 0 1 
H(z) Gt) -并 | “| 1 i 四 0 
H,(z) Oz) o 1 Jlet2 lo UK 


G) G(x) 
C1) 利用 Euclid 算法 得 到 : 
Inco illo 
ple) 1 0 , 
(2) 计算 矩阵 P? Cz); 
(3) 计算 多 项 式 u,,(2): 


i=1 


P (z) = | 


G,(z) GCCz) 
Golz) G(x) 
例 6.4 Haar 小 波 滤波 器 的 多 相位 矩阵 分 解 . 


对 于 Haar 小 波 ，H* = H= {ho shy} = (zh 可 知 


un (2) = K? 


H(z) = h +h z” = z! +27), 
Giz) =z 'H(— z7!) == tH 


所 以 ，Haar 小 波 滤波 器 的 多 相位 矩阵 为 


1 1 
H,(z) G,(z) JZ V2 
P(z) = 一 . 

H,(z) G,(z) 1 1 

V2 2 

显然 det P(z) = 1. 
FERK P) 的 因子 分 解 式 . 为 此 , + 
ao lz) = H(z), b(z) = H,(z), a(z) = bo (z) 一 7 


则 由 ao (2) =— 1 + bo(z) HVZ, 得 
bi (z) = ao (z) %b (z) = V2, 
qi Cz) = ao (z)/b (xz) =— 1, 
alz) = bh (z) = V2. 
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因为 Ql (z) = -b Cz) +0, 所 以 


bz (z) = Qj (z) Yb; (z) 一 0， 


H,(z) 
五 。(z) 


gq, (z) =4, K = a (2) =/2. 


“PP EE o 
“Tee 
| 


H(z) Giz) 
H, (2) G8(z) 


故 


P (z) 一 


O 1 aif A 
~ to 1 Jaw ilto 1/K}’ 


其 中 ,uw (z) = Q(z) pi (2) = qz (z). FE, A 


G? Cz) _ “| 1 HI 0 |- 一 1/V2 
ei) lo 1 Jla UK liye} 
所 以 


G,(z) GCCz) 


, Z 2 
u, (z) = K = = 0, 
Go(z) GOCz) 1 工 
Z V2 
故 Haar 小 波 滤波 器 多 相位 和 矩阵 的 一 个 因子 分 解 式 为 
让 i V2 0 
n= 1 1 
0 1 六 1 0 万 | 
6.4.4 ”提升 格式 的 算法 描述 
现在 , 我 们 来 讨论 提升 格式 的 算法 问题 . 
给 定 一 一 个 长 度 为 2N 的 输入 信号 x = {xo s T1 9°°*sLON-] J> 其 偶 序 列 和 奇 
序列 信和 号 分 别 记 为 Aid, ED 
s = {zo T2999 TIN—2 } > d = (x 9 T3 »*** 3 T2 N—] }. 
令 T= {0,1,*… 


N—1} 表示 指标 集 . 
1H" (z),G* (z),H(z),G(z)} 是 有 限 双 正 交 滤 波 器 组 ，P*(z) 和 
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Pee) 是 对 应 的 多 相位 矩阵 , 则 由 式 (6. 53) 及 (6. 48) 可 知 
eat [E o) [| 1 If; | 
P* (x1) K KIIL- so ila 1 | (6.54) 
于 是 , 小 波 分 解 (6. 51) 式 可 以 等 价 地 用 一 系列 上 三 角 算 子 与 下 三 角 算 子 的 依 
次 作用 来 实现 . 这 样 , 问题 就 转化 为 讨论 上 (下 ) 三 角 算 子 


| 1 | | — u; (z) 
—pi(z) 1 0 1 | 


在 小 波 分 解 中 的 作用 . 为 此 , 记 


s: (2) -| 1 | sa C2) ps) 
di(z)| (l-A: 1|lo 1 dia) |’ ` 


其 中 i = 1,2,…,m. 下 面 分 两 种 情形 处 理 . 
WE I Be uy (xe) 0, 则 由 (6.55) 式 可 得 


=m 


{we = S51 Cz) —_ uj; CZ) di 1 Cz) 9 
(6. 56) 
ai(z) = di (2) — p;(2)s;(2). 
Laurent 多 项 式 u;(z), p;(z) ,si(z) 与 d;(z) 分 别 表示 成 
ul) 一 Duiz *, pi) = Dpi”, 
k k 
si(z) = Dsiz*, di(z) = Ddiz™, 
k k 
RAC. 56) 式 并 比较 两 边 的 系数 , 得 
$ = sp} — Duja} , 
k i = 1,2, m. (6. 57) 
di = di — D pish 


k 
综合 上 述 , 我 们 可 以 归纳 出 正 向 小 波 变 换 的 提升 算法 如 下 : 
算法 LS1 ETKA 
步 又 Lazy 小 波 变换 
0 = ?1 9 
1 aL VIEL 


d} = tuyi» 
步骤 2 ”提升 与 对 偶 提 升 
for i = 1 tom 
$ = sh — Suid 
大 
© YEL 
di = dj” — > pisi 
} 


end 
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步骤 3 ”伸缩 变换 
forl =0 to N— 1 


s = 7/K 
di = Kd? 
end 


最 后 得 到 的 
5 一 (ss 和 d= {do,di,*…,dN_1}， 

即 为 信号 < 经 过 提升 小 波 分 解 后 的 低频 分 量 和 高 频 分 量 . 

为 了 实现 小 波 道 变换 (6. 52)， 只 需 将 正 变换 算法 按 相 反 的 次 序 操作 , 并 
改变 相应 的 正 负 号 ， 即 可 得 到 提升 变换 的 逆 变 换算 法 . 

算法 LSI 道 变换 算法 

步骤 1 伸缩 变换 

for! = 0 to N—1 


sT = Ks, 
end 


步骤 2 ”提升 与 对 偶 提 升 


fori =m to 1 


dit = di + Ñ pisia 
k 


sp) = sj + Duja] 
k 
lend 
步骤 3 Lazy Re 


xy = sf, 
| al = Sf VEL 


— 70 
T241 = ds 


Viel. 


最 后 将 (zz } 与 {X2141 } 合并 即 得 重 构 信 和 号 z= {xn}. 
情形 由 Eul) 二 0. 此 时 注意 到 p, (2) = 0, W654) 式 可 改写 


1/K IL e] 1 0 58 
0 K 0 1 — pi(z) ip (6. 58) 


其 中 ， n=m—l, 而 v; Cz) = um (z), 1 一 1,2, yn. 相应 地 ， (6. 55) 式 调 
整 为 


为 


P* (xz 1)T = 


i=n 
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5;(z) _ | | 1 i 5;-1 (2) 
diz)| lo 1 —pilz) 1) lda) 


于 是 有 
ue = d; (z) — pi;(z)s; 1 (2), (6.59) 
5;(2) = S) (z) —_ u,(z)d; Cz). 
与 情形 I 完全 类 似 ， 上 和 式 可 用 序列 的 卷 积 运算 表示 为 
di = di — (pi xs), 一 dd 一 22 十， 
k (6. 60) 


si = sh 1 — (w x di), = sft — D widia, 
k 


其 中 , si = {si}, di = {di}, vi = (成 ) 及 p' = (pi) 分 别 是 Laurent 多 项 式 
5: (2) ,di;(z) ,vi《z) 与 p;(z) 的 系数 所 构成 的 序列 (i = 1,2,…,n). 

因此 ， 当 u (z) = 0 时 小 波 变换 的 提升 实现 算法 如 下 : 

算法 LS2 ” 正 变 换算 法 

步骤 1 Lazy 小 波 变换 

$ = Ty» 
P = 2 十 1， wet 
步骤 2 ”提升 与 对 偶 提升 
fori = 1 ton 


i — „Jl i tcl 
= dj -pi 


一 P — Dividi i-k 


Viel. 


end 
步骤 3 ”伸缩 变换 
for l = 0 to 六 一 1 


sı = /KK 
dı = Kd? 
end 


最 后 得 到 的 
s = (951) d= {dysdysttsdn-y}> 
即 为 信号 2 经 过 提升 小 波 分 解 后 的 低频 分 量 和 高 频 分 量 . 
算法 LS2* ” 首 变 换算 法 
步骤 1 伸缩 变换 
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forl =OtoN—1 


st = Ks; 
dj =d,/K 
end 


步骤 2 ”提升 与 对 偶 提升 
fori =n tol 
= s+ id 
lel. 
ap adit Dae 
end 
步骤 3 Lazy MEXER 
pe =9, 
VIEL 
Ta+1 = d}. 
通过 对 算法 LS2 的 分 析 我 们 看 到 , 整个 提升 过 程 主 要 由 分 裂 (split)、 预 
测 (predict) 和 更 新 (update) 三 步 组 成 . 首先 将 输入 信号 {zx} 分 裂 为 偶 序 列 
{xzn} MAFI) doni) BI Lazy 小 波 变换 . 这 可 经 过 直接 下 采样 和 移 位 下 采 
样 实现 . 然后 用 偶 序 列 (zz，》 预测 奇 序 列 得 到 {Lont } ? Lm T2n+1 之 差 
yzn+1 作为 信号 的 高 频 分 量 ， 即 提升 为 yx+l = Tore 一 Plxz,)， 再 利用 预测 
误差 更 新 偶 序 列 得 到 低频 分 量 Yno BI yon = zz FUO n). 这 个 过 程 对 应 
于 对 偶 提 升 . 为 了 提高 算法 性 能 , 通常 需要 进行 多 次 预测 和 更 新 .最 后 再 经 
过 一 个 尺度 因子 K 的 作用 即 伸缩 变换 最 终 获 得 低频 分 量 和 高 频 分 量 . 这 就 实 
现 了 信号 的 一 级 小 波 变 换 . 如 图 6-3 所 示 . 其 中 P 和 TU 分别 表示 预测 算 子 和 


更 新 算 子 . 
四 


图 6-3 ”提升 方法 实现 小 波 分 解 


同 理 , 算法 LS2” 作 为 算法 LS2 的 逆 运 算 ， 与 上 述 步骤 恰好 相反 ， 即 提 
升格 式 的 逆 变 换 ， 如 图 6-4 所 示 , 其 中 M 表示 合并 奇偶 序列 的 线性 算 子 . 
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图 6-4 ”提升 方法 实现 小 波 重 构 


对 于 算法 LSI, 预测 过 程 是 由 奇 序列 预测 偶 序 列 ， 其 他 过 程 与 算法 LS2 
基本 相同 . 
例 6.5 DB5/3 小 波 变换 的 提升 实现 
对 于 Daubechies 的 5/3 双 正 交 对 称 小 波 ， 滤波 器 为 
| 1 1 3 1 1 
4/2 2/2 2V2 2/2 4/2)” 
1 1 1 
H= |e Tal 
经 过 具体 计算 , 可 以 求 出 DB5/3 Uke ea BS eS A 
子 分 解 式 为 
p(w = al 1 i e Al 
0 1 vite) 1 OO 1/w 
其 中 , rz = 一 0.5, v=0.25, w 一 V2. 由 于 
ep Hist |w 0 1 +z?!) 1 0 
pee -上 mi 1 late 中 
具有 形 如 式 (6. 58) 的 分 解 结构 , 故 应 采用 算法 LS2. 因此 DBS/3 小 波 变换 的 
提升 算法 为 


H* 


0 _ 0 — 
5 = Tys d} = E41? 


d} = d +r(s? +h): 


(6. 61) 
s} = sf +v(d} +d), 
sı = ws}, di = d}/w. 
相应 地 ，DB5/3 小 波 逆 变 换 的 提升 算法 为 
s} = s/w, dl = wd), 
2 一 引 一 xd +d), 
(6. 62) 


d = d} — rls} + sty) 


— 0 — 0 
Tu T Spy Ta 7 di. 
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在 具体 应 用 中 , 有 些 多 相位 矩阵 的 因子 分 解 式 既 可 处 理 成 形 如 (6. 54) 的 
结构 ,也 可 处 理 成 形 如 (6. 58) 的 结构 ， 所 以 采用 算法 LS1 与 LS2 都 可 以 . 
例 6.6 DB4 小 波 变换 的 提升 实现 
DB4 小 波 即 Daubechies 正 交 小 波 ( 见 例 4.1), 具有 2 阶 消失 矩 ， 紧 支 集 长 
度 为 4， 其 滤波 器 为 
H(z) = ho the? 十 hoz +h”, 
G(z) =— hz +hzz! —hit+hoz!, 
其 中 (注意 区 别 (4. 11) 式 ) 
14/3, p 33, 大 一 3 一 好， 173 
4V2 4V2 4/2 4/2 
经 过 计算 可 得 ， 多 相位 矩阵 的 一 种 因子 分 解 式 为 
ho thee) 一 和 zl 一 各 
由 十 jz 1 hz! +h 


ho = 


P(x) = P* (z) = | 


-f Alaa Je ale 
一 3  VvV3 一 2 - lj? 
0 1 gtg 1 0 19 ķ 
3 十 1 
K= 
其 中 F 
方法 一 ”将 上 式 作为 P(z) 的 因子 分 解 , 根据 (6. 48) 式 可 得 
1 1 0 
— K l =z 1 ¥3 
Pp*(z 1)T= |K | | _ | | 
0 K| 1 3 W251 illo 1 
故 采 用 算法 LS1. 此 时 ，DB4 小 波 变换 的 提升 实现 算法 为 
$ = Tys d} = xy415 
s} = $ +/3d?, 
d} = -By -B 
s 一 dis 
— V2 2 a= V2 2 
Sy +1.’ 1 万 二 14 
方法 二 ”作为 P*(z) 的 分 解 式 ， 有 
K 0 3 ,V3—2 
Pp* (2-1)T 一 a aT 3 "| | 
K| 1 0 1 一 V3 1 
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因此 , 根据 算法 LS2, DB4 小 波 变 换 的 提升 实现 算法 为 


0 一 ,. 0 — 

si = Tus di = T441? 
1— 70 fx 0 

dj = d] —_ 35] ， 


sl = s} Ea += 241, 9 


] 4 
用 一 起 十 于， 
V3 十 ]11 V3 一 1 z 
S; = aS 9 d = di. 
O B POT BY 


需要 指出 的 是 ， 上 述 小 波 变换 提升 步骤 序列 主要 依赖 于 多 相位 矩阵 的 因 
子 分 解 式 (6. 53), 但 这 种 分 解 并 不 是 唯一 的 ,至 于 到 底 存在 多 少 种 分 解 方 
法 ? 如 何 求 出 所 有 的 分 解 式 ? 能 否 根 据 具体 的 应 用 选择 一 种 “好 ”的 分 解 方 
法 ? 这 些 问 题 都 尚 待 进一步 研究 . 


6.4.5 整数 小 波 变换 


小 波 变换 在 图 像 压缩 中 具有 重要 的 应 用 ， 在 许多 情况 下 ， 由 于 滤波 器 具 
有 浮 点 数 系数 ， 即 使 输入 的 图 像 数据 是 由 整数 组 成 的 ， 但 滤波 后 的 数据 也 不 
再 为 整数 . 然而, 对 于 无 损 编码 ,人 们 希望 经 过 小 波 变换 后 的 小 波 系数 仍 为 
整数 . 小波 变 换 的 提升 格式 可 以 满足 这 一 要 求 . 事实 上 ， 只 需 在 上 一 段 介绍 
的 提升 算法 中 将 取 整 算 子 La + > ] 作 用 于 每 个 提升 步骤 中 的 算 子 u) 和 


pi(z)， 即 可 实现 从 整数 到 整数 的 小 波 变 换 . 这 里 , | a | 表示 不 超过 4 的 最 大 
整数 , 即 
La] = maxin € Zin<a}. 
由 于 算 子 “| ,J” 是 非 线 性 的 , 所 以 , 整数 小 波 变换 是 非 线性 变换 . 
例 6.7 整数 DB5/3 小 波 变换 
根据 例 6. 6 的 计算 结果 可 知 , 正 变换 算法 为 


0 — Ô — n 
si = Zy» dj = Tz)? 


d} =d +L HDH], 


$= tld dh), 


37 = ws}, di = d} /w. 
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] 一 l -一 
S7 = s/w di = ad), 


sf = s} — | v¢d} 十 本 十 到 由 
B= dil thats hs 


Tu 一 SPs T2141 一 dî. 
$16.8 整数 DB9/7 双 正 交 小 波 变换 
DB9/7 小 波 即 Daubechies 对 称 双 正 交 小 波 , 广泛 应 用 于 图 像 压 缩 中 . 分 
MERE H 的 长 度 为 9, 综合 滤波 器 互 的 长 度 为 7, 两 个 高 通 滤波 器 C ”和 
GABA 4 INARA. 之 所 以 选择 长 度 为 7 的 滤波 器 作为 综合 滤波 器 , 是 因为 
它 对 应 的 尺度 函数 比 长 度 为 9 的 滤波 器 对 应 的 尺度 函数 更 光滑 . 此 时 有 
He (z) = hë (2 +z?) +h? Ce +274) +hf, 
H? (z) = hy Ce? +27) tht (zt 1). 
利用 Euclid 算法 , 可 求 得 多 相位 矩阵 P* (2) 的 一 个 因子 分 解 式 为 


. 1 aQ +z!) 1 ofi yd+27) 
P* (z) 一 
0 1 Bl+z) 1Jl0 1 
baro lo ve 
+z) ilo 1/8)’ 
其 中 ， 
ohi hs — ñi So _ 
Q hs’ B= r’ = a to? E= tos 
re = hg AER, 
hs 
* * hy ha 
=h —h 9 
ri 2 4 he 
v = hf h — 


所 以 , 由 式 (6. 62) 可 得 
Pe = | 1 "| | 1 i 
—all+z2 1) lo 1 —y(l 二 +z) 1 
1 —é(1+2z71))] (1/€ 0 
上 1 jt | 
根据 算法 LS2, 整数 DB9/7 小 波 变换 的 正 变换 算法 为 


正 交 小 波 包 EEAdA—@ i tH 238 


0 _ 0 — 
s = tys, di = T21+1 ° 


d} = d} +L al? +s) HF), 
s$ = +1 Md} +d) HE], 
地 一 让 十 LY 十 二) 十 六 
si = s) +| d(d? +d? +> Ly, 


$1 = 名 7 ， di = di /€. 
请 读者 给 出 相应 的 逆 变 换算 法 . 


6.5 sR DRA 


正 交 小 波 包 (Wavelet Packets) 的 概念 是 正 交 小 波 基 的 推广 与 发 展 , 它 是 
由 Coifman, Meyer, Wickerhauser F 1989 年 引入 的 .小 波 算法 的 特点 是 把 一 
个 离散 信号 OO SMAI S ”和 细节 信和 号 di， 保留 必 不 动 而 再 分 解 ci 
为 c Fl di, BRIG LAME oT eevee 最 后 得 到 原始 信号 的 小 波 系数 . 正 交 小 
波 包 则 是 把 w 和 qd’ 同等 对 待 , 都 进行 分 解 , 这 样 就 可 以 得 到 信号 ci 在 很 多 
基 下 的 表示 . 这 些 基 构成 一 个 正 交 基 库 ， 由 此 可 以 很 方便 地 确定 信号 的 最 优 
表示 . 


6.5.1 为 什么 要 引进 正 交 小 波 包 
对 于 正 交 小 波 po, 其 二 进 伸缩 与 整数 平移 (yj; Os j,k © Z) 构成 
L? (R) 的 一 个 标准 正 交 基 , L? CR) 中 的 任 一 函数 f(z) 都 可 以 展开 为 一 个 小 波 
级 数 
f(D 一 p> fon D» 


WR pr O 有 很 好 的 局 部 性 ， 那么 级 数 中 的 菜 几 项 就 可 以 反映 S(t) 在 某 局 部 
时 段 的 性 质 , pa (2) 的 局 部 性 越 好 , 对 f(z) 的 时 域 分 辩 率 越 高 . 


我 们 知道 ,刻画 oy, O 的 局 部 性 的 是 其 窗口 半径 才 Ay， 由 两 个 因素 确 


定 , 一 个 是 Ay 的 大 小 , 由 小 波 母 函 数 OO 决定 . 另 一 个 因素 是 尺度 参数 j 
(一 c <j <+), 随 着 j 的 增 大 , ga O 的 窗口 半径 相应 减 小 ,分 辩 率 提 
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高 ,但 频谱 di, (w) 的 窗口 半径 Ag 却 增 大 , 因此 时 域 分 辩 率 的 提高 , 必然 
导致 频 域 分 辩 率 的 降低 . 为 了 解决 这 个 矛盾 ，Coifman 等 人 引入 了 正 交 小 波 
包 的 概念 ,以 便 把 随 着 7 的 增 大 而 变 宽 的 频谱 窗口 再 进一步 分 割 变 细 ， 从 而 
提高 时 域 分 辨 率 的 同时 ， 又 能 提高 频 域 分 辩 率 、 

正 交 小 波 包 的 基本 思想 是 : 首先 根据 前 面 几 章 所 阐述 的 理论 , 把 LR) 
Sy i ARS E W, 的 直 和 L?(R) = B Wj, Tipa O, kE Z) REW, 的 
标准 正 交 基 . 为 了 避免 频 i SADRE 的 增 大 而 变 宽 ， 导致 频 域 分 辩 率 的 降低 ， 
我 们 对 较 大 的 ; 所 对 应 的 子 空间 WG 之 1) 再 进一步 作 正 交 分解 为 W; = 
QU. 因此 ,如何 构造 子 空间 U3 则 是 解决 问题 的 关键 


6.5.2 正 交 小 波 包 的 定义 与 性 质 


BEV; } Æ L'R) 的 一 个 OMRA, oft) 与 g(t) 分 别 是 相应 的 正 交 尺度 函 
数 与 正 交 小 波 . 为 了 讨论 问题 方便 起 见 , 现 将 前 面 所 采用 的 记号 作 一 些 改 


g(t) ED) gt) FEA aO, (6. 63) 
并 将 双 尺 度 方程 中 的 系数 h, BOCH pr, 把 gi WCH qa, M 
qa = (— 1)*p1_,， (6. 64) 


于 是 原来 关于 p(t) 与 gs) 的 双 尺度 方程 (3. 35) 与 (3. 36) 用 现在 的 记号 就 是 


Bot) = >) pio 21 —k), 
kee (6. 65) 
p(t) = >) guo (2t— k). 
kEZ 
为 方便 起 见 , 记 
Po Cz) = P(z) ep zt, 
te? (6. 66) 
Pi(z) =Q) = za zt 
对 (6. 65) 式 两 边 作 Fourier 变换 ,并 利用 公式 C6. 66) 得 
fo (w) = Py (e'? jin 人 
(6. 67) 


jaw) = Pi(e fy (¥). 


定义 6.1 BEV) Æ L (R 的 一 个 OMRA, Tyo O 是 相应 的 正 交 尺度 
PRA » 定义 函数 列 bent) 如下: 
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jee = X py 2t— k), 
kEZ 


pani A) = D qu (2t — k). 
REZ 


BNR un). n E Z) 为 由 mo 人 9 所 确定 的 正 交 小 波 包 , KZ 表示 全 体 
非 负 整数 构成 的 集合 . 

因此 , EZINE m, n= 0,1,2,… 实际 上 是 正 交 小 波 母 函数 mm (1) = 
ot) 的 推广 . 

为 了 求 出 pnt) 的 Fourier 变换 2, (w)， 我 们 将 n 用 二 进 制 表示 为 


(6. 68) 


十 co ; - 
n= ol, 6 =ORL (6. 69) 
j=l 


定理 6. 11 设 非 负 整 数 nE€ Z 的 二 进 制 表示 如 公式 (6. 69), Mh E un) 的 
Fourier 变换 由 下 式 给 出 : 


fin (w) = IL, (6) (6. 70) 


证 将 (6. 68) 式 两 边 作 Fourier 变换 得 


jin (w) = Pole “2a (2), 
(6. 71) 
Bas w) = P(e“? A 2 ). 


Rtn 作 归 纳 法 . 当 n = 二 0,1 时 , 由 (6. 67) 式 知 结论 成 立 . 假定 (6. 70) 式 
WH 2<n<2 HH, 现 设 2 <n< 2", , 则 
Sot 


$0 
n = S 9 且 5 = S+ Sena. 

j=l j=l 

以 [zj 记 不 超过 x 的 最 大 整数 ， 则 
n 
n = a] z [re ’ 

因而 由 (6. 71) 式 得 

Bw) = PCe fin (¥). (6. 72) 
而 另 一 方面 ， 


*o . 
[z]= Dene) <, 
j=l 


所 以 由 归纳 假设 有 
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jatar = TL Po (7). (6.73) 
j=l 
将 (6. 73) 式 代 人 (6. 72) 式 即 得 (6. 70) 式 , 定理 得 证 . | 


下 面 来 证 O 的 平移 正 交 性 . 


定理 6.12 Hye, (0) 是 由 OMRA 中 的 尺度 函数 olt) 生成 的 正 交 小 波 包 ， 则 
Vn € Z, pnt) 具有 平移 正 交 性 ， Bp 
Gal Dp k) =S PREZ. (6.74) 


证 ”根据 定理 2 6， 只 需 证 明 (6. 74) 式 的 等 价 性 条 件 


S| A, (ot 2ex) |? =1 (6. 75) 
kEZ 


成 立即 可 . 对 n 用 数学 归纳 法 . 5 n= 0 和 nn = 1 时 结论 显然 成 立 . 现在 假定 
(6.75) 式 对 一 切 0 和 2 委 2 一 1 成 立 , 则 当 n = 21 时 , 由 于 有 0 声 1 志 21 一 1， 
所 以 归纳 假设 成 立 , 即 

5 | lwt 2ko =l. 

REZ 


利用 (6. 71) 式 并 注意 到 P(e “) = Hw) 的 2x 周期 性 , 有 


D luut m|? = > H(¥+ér) a(S +e) 


-5 


kEZ 


+D H($+x+2en)f,(2-+n+2tn) 


=|x($)|"= 


kEZ 


+a t) 马 


2 
= |H($) 
=], 

B24 n = 21 时 (6. 75) 式 成 立 . 
同 理 可 证 , 1 n = 2 十 1 时 (6.75) 式 也 成 立 . 因此 ，(6. 75) 式 对 一 切 Ee 
Z 成 立 . | 
在 正 交 小 波 包 { 0)) 中 ,函数 per (2 与 pg O 之 间 也 有 类 似 于 gt) 与 
pO) 之 间 的 正 交 关系 , 我 们 有 以 下 定理 : 


2 


2 


H(t 2kn) ju (3 + 2kn) 


2 


2 


应 ($ + 2k) 


2 


als +r+2kn) 


+|H($+x) í 


正 交 小 波 包 GE 237 


定理 6.13 (anO) 是 由 OMRA 中 的 尺度 函数 jwo(t) 生成 的 正 交 小 波 包 ， 则 
Vie Z, palt) 5 2+ (1 具有 下 列 正 交 关系 ， 
Cua Ce — J) sui C k)? = 0, PREZ. (6. 76) 


证 首先 注意 到 P(e) = Hw), P(e”) = Go), A 
Hw) G@) + H+ Glo F n) =0. (6.77) 
利用 Parseval 等 式 ，(6. 71) , (6. 75) 及 (6. 77) 式 , 可 得 
(pero J) spr CO AD) 


= 划一 Hp, w) fares we Dw da 


“al au(#)| age g) 


ae 


0 meZ 


ju (+ 2mm) | COCCOLE 


6.5.3 ”小 波 子 空间 的 精细 分 解 
我 们 知道 , Ao) 及 yz) 的 伸缩 及 平移 生成 的 (R) 的 子 空间 
É = span(2? g(2it 一 月， k €Z}, 


= Span{2? 2 — k), k E€ Z) 


W; 
具有 性 质 
V; LW), Vin =V OW, (6. 78) 
并 且 子 空间 列 {W7) 构成 L? OR) 的 一 个 正 交 分 解 
L’(R) =9 W;. (6. 79) 


现在 我 们 要 将 性 质 (6. 78) 推广 到 正 交 小 波 包 . + 


Us = Span{ 2? p, (Zt — k), k E Zh n€Z,jEZ, (6.80) 
由 于 
V, =U, W, =U}, jEZ, (6. 81) 
所 以 (6. 78) 式 可 写成 
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这 一 关系 式 可 推广 为 下 面 的 定理 . ` 


定理 6.14 若 nE Zt AKRKK, WA 
Us | Ue, Un =U" Pur, FEL (6. 83) 


证 由 (6. 68) 及 (6. 80) 式 易 知 UF UP UR, 的 子 空间 ,又 由 定理 
6. 13 知 这 两 个 子 空间 相互 正 交 , 所 以 要 证 明 (6. 83) 式 , 只 需要 证 明 : 
Pa (2 t — m) 一 T È Por ttn 2 一 外 Hamora (Zt — kd). 
(6. 84) 
对 于 一 切 m E ZRA. 为 此 利用 (6. 68) 式 ， 即 可 将 (6. 84) 右 方 写成 


+ » ` (Dmr bi + amk fy (27 t — 2k — D) 
kELIEL 


DD Porte? 26 + G24 28 Mn (27*1 t — 5) 
到 REZ SEZ 


=> (4 > (Pmt ,28 Hamko) yn (2t — s) 
SEL 


= J ôm (24 — 5) = p21 — mn). 
sEZ 
这 里 利用 了 (6. 64) 与 (3. 18) Ñ. | 
正如 我 们 在 本 节 第 一 段 已 经 指出 的 , 正 交 小 波 的 缺陷 是 不 能 同时 提高 时 域 
分 辩 率 与 频 域 分 辩 率 ,而 小 波 包 在 一 些 要 求 在 空间 及 频率 域 上 均 有 较 好 局 部 性 
的 问题 中 能 发 挥 很 好 的 作用 . 下面 的 定理 阐明 了 小 波 包 的 这 一 优良 性 质 . 


定理 6. 15 对 于 7 二 2,3,*… 有 


W; = U- DU, 
W; = U} 2 PU :DU 2 PD Us, 


eee, 


W; =U, PUY OCU, 


J J 


(6. 85) 


W =U2 OUH Q- pu, 
且 对 取 定 的 m = 0,1,2,1, 2 一 | k= 1.250885) Bj 一 1]1， 2，……， vk Bt FR 
i . 
(2T pp (24 —D, LEZ) (6. 86) 
AFRAULY 的 标准 正 交 基 . 
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证 ”在 定理 6.14 中, 先 令 n 二 1, 并 注意 到 UU) = W,;, 即 得 

. W, =U DU, (6. 87) 
再 在 (6. 83) RPS n = 2,3 代入 上 式 即 得 

wW = U DU}_2 p US p Ui ， 

如 此 反复 利用 (6. 83) 式 即 得 (6. 85) 式 . 由 (6. 74),(6. 80) 式 即 知 函 数 系 (6. 86) 
是 UT" 的 标准 正 交 基 . 

实质 上 , 定理 6. 15 给 出 了 小 波 子 空间 W, 在 不 同 尺 度 上 的 精细 分 解 . 对 于 
小 波 分 量 gj (1) € W;, 按 正 交 小 波 基 展 开 , 有 

gO = dydigQit—n) = X din, (2it—n). (6. 88) 
n€Z nez 


根据 (6. 85) 中 的 分 解 式 W; = U? PULL O QUË, 又 可 以 把 gj;(2) 4 
解 为 2 个 小 波 包 分 量 : 

B jkm (t) = D dyg p (tt —n), M 一 0,1, ,多 一 1. (6. 89) 

n€Z ， 
类 似 地 , 可 以 给 出 正 交 小 波 包 的 分 解 与 重 构 算法 . 
Ww ot) EU & ft) EU? ENB, W of) 可 表示 为 
GO = 22 D dpp (2th), 
kEZ 
EP dt, = (FD) 522 py, (Zt —B)) BRN FO) 的 小 波 包 系数 . 由 此 可 得 小 波 包 分 解 
算法 为 
n 1 = n 
di = Jpeg Peedi ’ 


1 (6. 90) 
a = — SG wd; 
jk pat 2k jH, 
重 构 算 法 为 
1 1 n 
dirik = =>, (pp + 4-2 if"). (6. 91) 
V2 IEZ 


6.5.4 最 优 小 波 基 的 搜索 算法 


在 实际 应 用 中 , 给 定 信号 SO ELR, 假设 经 过 某 种 近似 (如 采样 、 量 
化 ) 后 可 用 某 个 通 近 子 空间 Vj( 记 为 UL? ) 中 的 函数 fj (2) 近似 代替 . 现在， 如果 
我 们 考虑 US 的 小 波 包 分 解 , 那么 将 面临 一 个 抉择 问题 . ETA = 3 为 例 , 如 
图 6-5 所 示 . 显然 , (08 :08160808 ， 
Us Us Us U8}, (U) US Uh U8 U3) 都 构成 U9 的 一 个 正 交 分 解 , 那么 不 同 的 
分 解 之 间 是 否 存在 优 少 问题 ? 究竟 选择 哪 一 种 分 解 比较 合适 呢 ? 这 正 是 我 们 在 
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下 面 将 要 阐述 的 问题 . 


6-5 Vs 的 几 种 互 不 相同 的 正 交 分 解 


SUVA, (22 py (Pt — k), jek © Z) 构成 LCRO 的 一 个 标准 正 交 基 ， 即 
Mallat 正 交 小 波 基 . 此 外 , 如 果 将 每 个 W; , j= 1,2,… 按 式 (6. 85) 中 的 最 后 一 
个 表达 式 分 解 并 代入 式 (6. 79), WE 

LPR =" OW, OW, OU OU O DU Oe. 
Auk, BBR 
(Yip (0) spn (t—h) 1 j K0, n> 2, kE Z) (6. 92) 
也 构成 L? R) 的 一 个 标准 正 交 基 . 显然 , 将 (6. 85) 式 中 W; 的 不 同 表达 式 代入 
(6.79), 还 可 得 到 L?(R) 的 另外 的 标准 正 交 基 . 由 此 可 知 ， 借 助 于 小 波 子 空间 
的 更 精细 分 解 可 以 构造 出 L2(R) 的 许多 标准 正 交 基 , 并 且 都 由 函数 系 


(22'u, (it — k), nE Zt, jk € Z) (6. 93) 
的 子 函 数 系 构成 . 
定义 6.2 称 函 数 系 (6. 93) ALA IESE RE oe) 导出 的 小 波 基 库 . 把 从 
小 波 基 库 中 抽取 的 L? CR) 的 一 个 标准 正 交 基 称 为 L? CR) 的 一 个 小 波 包 基 . 
根据 这 个 定义 ，Mallat 正 交 小 波 基 以 及 函数 系 (6. 92) 都 是 上 2 (R) 的 一 个 小 
WA. 所 以 小 波 包 基 是 正 交 小 波 基 的 推广 . 
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一 般 地 , 不 同 的 小 波 包 基 具有 不 同 的 时 频 局 部 化 能 力 , 反映 不 同 的 信和 号 特 
性 . 因此 , 对 于 一 个 给 定 的 信号 , 选择 一 个 性 质 好 的 小 波 包 基 是 很 重要 的 . 那 
么 如 何 选 择 最 优 小 波 包 基 呢 ? 为 此 , 需要 解决 两 个 问题 : 一 是 用 什么 标准 来 评价 
一 个 基 的 优 劣 ; 二 是 如 何 从 小 波 基 库 (6. 93) 中 进行 快速 搜索 以 获取 最 优 小 波 基 . 

定义 6.3 设 c 一 (ci} 是 信号 f(t) € UR) 在 某 个 小 波 包 基 下 的 小 波 包 
系数 序列 . 我 们 称 M 为 序列 e 的 一 个 信息 代价 函数 (Information Cost 
Function, ICF) ,如果 存在 一 个 定义 在 区 间 [0, 十 cc) 上 的 非 负 连续 函数 p, 使 
得 M 满 足 可 加 性 条 件 


Mlo) = Xol leal) < 十 cc， p(0)=0. 
REZ 


可 以 构造 各 种 ICF, 但 最 实用 的 应 该 能 够 度量 小 波 包 基 的 能 量 集中 性 ， 
即 当 能 量 集 中 在 序列 c 的 少数 几 个 系数 上 而 大 多 数 系 数 的 绝对 值 很 小 并 且 可 
以 忽略 不 计时 , 可 以 认为 对 应 的 基 比 较 好 , 这 时 M 的 取 值 应 该 比较 小 . 反之 ， 
当 能 量 分 布 比较 均匀 时 ,可 以 认为 对 应 的 基 不 好 , 这 时 M 的 取 值 应 该 比较 大 . 

对 于 小 波 包 系 数 序列 “ = {cy}, 常用 的 ICF 主要 有 : 

(1) 幅 值 大 于 某 阅 值 的 系数 个 数 . 

HAL — TBAT, 则 MoO 等 于 序列 c 中 绝对 值 超过 了 的 分 量 的 个 


数 ， 即 令 
(| I) l, lal >T, 
ANC 和 0， le. |< T. 


(2) 范 数 集中 度 . 
对 任意 的 0 之 p <2, 定义 of(lcl) = leale, 从 而 


Mo = S lal? = bel? 
REZ 

(3) ERIR. 
FJI AYRE MCA, IMO = SSlog lea?» Ma 一 0 时 , HRE logo = 0. 

kEZ 
(4) Shannon F AR. 
FI c RRM, MMO =— X prlog pe JOP p = yas 当 

EZ 


Dlo 


kEZ 


ps = OWT, 约定 0 logo = 0. 
A—-PRUT ERY ICF 为 Mo) 一 一 D | cs | 2log lc |? 9 当 Ck 一 0 
有 E 


时 , 约定 0 log0 = 0. 
关于 ICF 的 更 进一步 讨论 ,读者 可 参考 文献 L103],L167]. 
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EM 6.4 设 M 是 一 个 给 定 的 ICF， 如 果 在 LR 的 所 有 小 波 包 基 中 ， 
信号 f(z) 在 小 波 包 基 有 下 的 小 波 包 系数 序列 具有 最 小 的 信息 代价 函数 值 , AB 
么 称 B 是 f(t) 相对 于 信息 代价 函数 M 的 最 优 基 . 

一 旦 确定 了 ICF, 我 们 就 可 以 求 出 使 ICF 最 小 的 小 波 包 系 数 序 列 , 那么 
对 应 的 小 波 包 基 就 是 最 优 基 . 但 在 一 般 情况 下 求 出 这 样 的 序列 并 不 容易 . 所 
幸 的 是 , 正如 前 面 所 提 到 的 , 在 实际 应 用 中 我 们 通常 考虑 的 是 L2(R) 的 某 个 
子 空 间 Vj = US 的 小 波 包 分 解 , 这 种 分 解 可 以 用 一 个 小 波 包 二 叉 树 表示 ， 如 
6-6 所 示 . 当 一 个 小 波 基 库 是 具有 深度 为 J 的 二 叉 树 时 , 我 们 可 以 采取 自 
底 向 项 的 快速 搜索 法 找到 最 优 小 波 包 基 ( 见 文献 [L103]). 


UW) Ua) | 


U? V,,) 


CE 


图 6-6 ”小 波 包 分 解 结构 示意 图 


为 了 便于 理解 , 我 们 以 三 级 小 波 包 二 叉 树 为 例 来 说 明 最 优 基 搜 索 的 计算 

FAO, 首先 利用 小 波 包 快速 分 解 算法 (6. 90) 计算 出 SO) 在 各 个 子 
空间 上 的 小 波 包 系数 . 其 次 , 选 定 ICF, 计算 出 小 波 包 树 中 各 个 节点 处 ICF 的 
值 , 如 图 6-7 Bra. 


图 6-7 ”三 级 小 波 包 树 及 其 各 节点 的 信息 代价 函数 值 
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最 后 , 采取 自 底 向 顶 逐 级 节点 比较 的 方法 搜索 最 优 小 波 包 基 ,有 具体 操作 
过 程 如 下 . 

第 一 步 ” 用 “x* ”逐一 标记 最 底层 节点 ,如 图 6-8 (a) 所 示 . 

第 二 步 ”将 父 节点 的 ICF 值 与 其 两 个 子 节点 的 ICF 值 之 和 进行 比较 . 如 
否则 , 用 两 个 子 节点 的 ICE 值 之 和 代替 父 节点 的 ICF 值 , 同时 将 父 节 点 原来 
的 ICF 值 用 括号 括 起 来 . 


图 6-8 最 优 基 的 快速 搜索 
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第 三 步 ” 只 考虑 括号 外 的 值 , 重复 第 二 步 的 操作 直至 最 顶层 ， 如 图 6-8 
(b) Pras. 

第 四 步 ” 从 小 波 包 树 最 顶层 开始 ,， 从 上 到 下 选取 与 树 根 最 近 的 标记 “x*” 
的 节点 (以 这 些 节点 为 根 的 子 树 的 节点 将 不 再 考虑 ), 这 些 被 选 出 的 标 有 “x*” 
的 节点 构成 子 空间 Vj =U 的 互 不 重 盖 的 覆盖 , 它们 就 是 最 优 基 对 应 的 节点 ， 
如 图 6-8 (9 中 的 灰色 框 所 示 . 这 些 节 点 对 应 的 小 波 包 基 就 是 所 求 的 最 优 基 . 

如 果 原 始 信号 的 长 度 为 N, 则 最 优 基 搜索 算法 的 计算 复杂 度 为 
ON log N). 

顺便 指出 ， 如 果 小 波 包 分 解 采用 深度 优先 顺序 , 则 最 优 基 节 点 的 标记 过 
程 可 以 在 计算 节点 的 小 波 包 系数 的 同时 完成 . 由 于 小 波 包 树 具有 有 限 深度 ， 
所 以 以 深度 优先 的 搜索 算法 可 在 有 限 步 终止. 

Coifman 和 Wickerhauser 还 对 最 优 基 的 选取 进行 了 更 深入 的 讨论 , PER 
文献 [41]. 


1. 设 有 一 个 支撑 区 间 为 [0,1] 的 信号 Fo CLR), tt RRC REA 
EAL), FARREN 1,0,2, —1. RSO) 的 Haar 小 波 变换 
2. 考虑 Haar 小 波 ， 及 相应 的 双 尺 度 方 程 
g(t) = Dhg(2t—k), ViER. 
kEZ 


CL) 写 出 全 部 滤波 器 系数 {hi). 

(2) 现 有 长 度 为 8 的 信号 X = (Gsi) 利用 Mallat 算法 , 经 过 
3 级 小 波 分 解 后 的 逼近 系数 与 细节 系数 记 为 

X? = {3 dd) 

请 给 出 由 X3 变换 到 Xo 以 及 由 Xo 重 构 出 Xo 的 矩阵 表示 式 . 

3. 设 函 数 /六 的 定义 如 下 : 

t1—2t), O<rt<l, 
forme 其 他 . 

对 f(t) 在 二 进 点 1 二 X23, 一 一 256,…,512 上 采样 , 利用 N= 二 2 时 的 
Daubechies 小 波 go (lt) 实现 一 个 一 级 分 解 ,， 并 画 出 分 解 后 的 小 波 系数 幅 值 图 . 

4. 什么 是 正 交 小 波 包 ? 正 交 小 波 包 为 什么 优 于 正 交 小波 ? 
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5. 对 Haar 小 波 进 行 提升 ,使 经 过 提升 后 的 小 淡 具 有 三 阶 消失 矩 . 
6. 定义 下 面 两 个 尺度 函数 
pı @= pı (2t) +o (2t—1), 


galt) = Alp +t — 1) — (28) Hp D). 


(1) 计算 函数 a.m). 

(2) 证 明 : (akpa k zr 是 一 个 标准 正 交 系 . 

(3) 求 支 集 在 [0,1] 上 、 相 互 正 交 、 且 与 gmt) 都 正 交 的 函数 
gh (2) sp (2). 

(4) 证 明 : AO yO 具有 2 MAREE R LR) 的 一 个 标准 正 交 基 . 

7. RIM ELLO], F8O = fOr Or fol =sOtge—o, 
BA f(t) = >) fo(t— 2k). 证 明 : 


REL 

(1) PO 关于 上 一 0 和 + 一 1 是 偶 对 称 的 ; 

(2) 若 f(t) 是 连续 可 微 的 , WTO 在 :二 0 和 +t 二 1 处 连续 ; 但 若 
FOA fC) 40, Wf) 的 导数 在 t= 二 0 和 1 一 1 处 不 连续 . 

8. fC) 的 定义 如 上 题 , {yi (2) ,j,kEZ) ZUR 的 一 个 小 波 基 ， 
证 明 : 

| feng wae = ior (dt, VIR EZ. 

9 Ret) POECUR 是 关于 上 一 0 对称 或 反对 称 的 两 个 函数 ,证 明 : 

如 果 
(a(D Pa H 2k) =0, (alt), BC2kR—-t)) =0, VREZ, 


ARAO (eat =0. 


10, RE: WH CO) WO GO POF 1=0K t= > HARK, 


且 生成 L7(R) 的 双 正 交 基 , 那么, tT I<, 
LA, OS R< ATI}, {yl (t), —co <j LJ, 0 二 <<2 7) 


(PRAD, OS R27}, GED, —eo<jiCI,0<k <2} 
构成 L2[0,1j 的 双 正 交 基 . 
11. 将 Lazy 小 波 提 升 为 


H(w) — = ee + ae 9 se + 1+ Sele — eel, 


2. 续 上 题 . , 求 一 个 对 偶 提 升 ， kab 个 支 集 长 度 为 9 且 在 x 处 具有 
2 重 零 点 的 提升 洪波 器 . 计算 相应 的 提升 小 波 和 尺度 函数 . 
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>, 我 们 讨论 了 多 分 辩 率 分 析 以 及 由 此 构造 小 波 的 方法 , 但 在 研究 小 
波 的 优良 性 时 往往 遇 到 一 些 不 可 调和 的 矛盾 , 例如 正 交 性 与 对 称 性 、 支 集 长 
度 与 消失 和 矩 、 正 交 性 与 插值 性 等 之 间 的 矛盾 . 现在 , 我 们 把 多 分 辩 率 分 析 的 
生成 元 由 一 个 函数 推广 到 多 个 嚼 数 , 即 多 重 多 分 辩 率 分 析 , 相应 的 小 波 也 是 
由 多 个 函数 构成 的 函数 向 量 ,我们 称 之 为 多 小 波 (Multiwaveleb 或 向 量 小 

本 章 主要 介绍 多 重 多 分 辨 率 分 析 , 矩阵 加 细 方 程 及 其 解 的 存在 唯一 性 与 
稳定 性 , 多 小 波 的 优良 特性 , 常见 的 正 交 多 小 波 , 正 交 多 小 波 的 Mallat 算法 ， 
预 处 理 和 后 处 理 , 平衡 多 小 波 ， 以 及 区 间 上 的 正 交 多 小 波 等 . 


7.1 多 小 波 的 理论 基础 


最 早 的 多 小 波 由 Alpert 与 Rokhlin 于 1991 年 构造 , 他 们 发 现 用 多 小 波 求 
解 积分 方程 具有 更 好 的 稀 朴 逼近 性 ， 有 利于 快速 计算 . 随后 ，Goodman 和 
Lee 于 1994 年 将 Mallat 建 立 的 多 分 辨 率 分 析 概 念 推广 到 多 个 函数 的 情形 , 提 
出 了 多 重 多 分 辩 率 分 析 的 概念 ,并 讨论 了 正 交 多 小 波 的 基本 性 质 , 给 出 了 样 
条 多 小 波 的 例子 . Chui, Heil, Jiang, Micchelli, Shen, Strela, Xu 等 人 都 从 不 同 
的 角度 研究 了 和 矩阵 加 细 方 程 解 的 存在 性 、 唯 一 性 和 稳定 性 问题 , 讨论 了 多 小 
波 的 正则 性 、 对 称 性 等 优良 特性 , 给 出 了 不 少 重要 的 结论 . 正 是 这 些 先驱 性 
工作 , 奠定 了 多 小 波 的 理论 基础 . 


7.1.1 多 重 多 分 辨 率 分 析 


wre Z /0, 先 引 入 记号 CR)’ AL? CRY 如 下 : 
PRY =A Ws fT € FOR), 1<v<r, 
PR) = {esc2 °C,)T 


c E€ PR), l<v<r}, 
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其 中 PR) 表示 实数 域 上 的 平方 可 和 序列 空间 . 

定义 7.1 LL2(R) 中 的 闭 子 空间 列 {Vj) ;ez RAL’ CR) 的 一 个 r 重 多 分 辨 
率 分 析 ( 简 记 为 MRA”)， 如 果 满 足以 下 条 件 : 

(1) 单调 性 : Vi CVin, WIE Zs 

(2) 逼近 性 : N V; = {0},U V; = LR); 

JEZ JEZ 

(3) 伸缩 性 : SO EV; S fD € Vin; 

(4) 存在 r 个 函数 gj (2) ,g(t)，… 9, (2), EAE PBR oak), REZ, 
l<v<r} 构成 闭 子 空间 Vo 的 一 个 Riesz 基 . 

Fe TPR ALE PAR Ot) = (ol (1) ,ps ,…,g,(1))TEL2(R)" 是 MRA' 的 
多 重 尺度 函数 或 向 量 尺 度 函 数 , 简称 为 多 尺度 函数 . 如 果 函 数 族 

{o(t—k), REZ, Krr} 

构成 Vo 的 一 个 标准 正 交 基 ， 那么 称 {V; hezÆL CR) 的 正 交 的 多 重 多 分 辩 率 
分 析 , 记 为 OMRA’. 相应 地 , 我 们 称 g(t) 是 正 交 多 尺度 函数 . 

{Vi hez ELR) 的 一 个 OMRA”, Bea 人 = 1,2,…,7) 的 二 进 伸 
缩 与 整数 平移 为 


pa = 22 0,(it—k), VikEY, (7.1) 
容易 证 明 ， 函数 系 
{oh (t), REZ, 1<v<r} 
构成 V; 的 一 个 标准 正 交 基 . 令 W; 为 V; EV 上 的 正 交 补 , MV =V)O 
W; AV; LW; 根据 MRA’ 的 单调 性 和 逼近 性 可 知 , W | WGA, F 
是 有 
PR = @ W; 
相应 地 ， 如 果 存 在 wet) = (内 yp srg, (7 © RY, 使 得 
(Pak), k EZ, 1 <r} 构成 Wo 的 标准 正 交 基 , 则 称 yO 是 正 交 多 


小 波 或 正 交 向 量 小 波 . ET, (22 y, tk), REZ, <u <r} 构成 Wi 的 
标准 正 交 基 . 

为 了 方便 起 见 , 当 r = 1 时, 我 们 称 OO Ay 分 别 为 单 尺 度 函 数 和 单 
小 波 ; Br > lat. Ke@® 和 wl?) 分 别 为 多 尺度 函数 和 多 小 波 . 

于 是 p(t) 和 y 满足 如 下 的 矩阵 两 尺度 方程 (Matrix Two Scaling 


Equation) : 


g(t) = >) Hg C21—&), 
REZ (7. 2) 


y(t) = X Go (2t— k), 


EEZ 
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这 里 , H, MG, 是 >Xr 乞 阵 ， 称 为 两 尺度 方程 的 矩阵 尺度 系数 ， 也 称 为 矩阵 
滤波 器 系数 . 式 (7.2) MRA SK AEE (Matrix Refinement Equation, 
MRE). 

TERRE LEEREN. 2) 表示 为 


ow) = H(7)0(2): 
wo = 6(3)@(%). 


这 里 Hw) 和 Gw) PAEH) AG) 的 矩阵 频率 响应 (又 称 和 矩阵 两 尺度 符 
号 ) 


(7, 3) 


Hw) =+ he, 
REZ 


Go) = 5 DG. 
REZ 


(7. 4) 


B¥R<KOHR>N(NEZD) HAH, Hi = 0,, G; = 0O0, (这 里 O 表示 
rXr Be), MEDO, wo) 是 紧 支撑 的 ， 此 时 对 应 的 矩阵 频率 响应 
(Hlo) ,Glw)) 是 FIR 多 滤波 器 组 , AH MRE 式 (7, 2) 为 


N 
g(t) = >) Hg (2t—k), 
k=0 


N (7.5) 
wit) = >) Gp (2t—k). 
k=0 
例 7.1 线性 正 交 多 小 波 
FE r= 2 的 情形 , 设 函 数 
(1) =J) 0 雪上 一 1， 
Pı 0, 其 他 ， 
1 
Pp C£) -pa 2 )， Sel, 
0, 其 他 . 
容易 知道 
on l 0 on 1 0 oan (7.6) 
= 3 1 3 1 : . 
P (t) 8 了 p (2t) B 了 P, (2t — 1) 


(Vj)jez 满 足 定义 7.1 的 所 有 条 件 , AEV cz ELR 的 一 个 正 交 的 2 重 
多 分 辩 率 分 析 (OMRA: ), 而 g(2) = (9, (0) ,go (2))T 是 相应 的 正 交 多 尺度 函数 . 
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进一步 , 不 难 求 出 正 交 多 小 波 w(D = (Og, OT, 其 中 


hO =je—5, t <:<], 


0, 其 他 ， 
l 1 
2V3(2t x) o< 
DD = oF 3(2—+), T <:<1, 
0, 其 他 ， 
且 
in). i 8 "| Ro 一 二 v3 lignan oD 
by C) 0 p 2t) 0 ga- 


RE, (7.6) 与 (7.7) 式 为 “OMRA? 的 MRE, 44 AEREE 


1 0 1 0 
m=) 3 ip MSI 1)? 

2 2 2 2 

1 8 1 v3 
G=|2 2|/, G=|] 2 2). 

0 1 0 — 1 


MRE 在 多 小 波 的 构造 中 起 着 非常 重要 的 作用 . 根据 上 述 讨论 可 知 , 多 小 
波 y(2) 是 由 多 尺度 函数 g(t) 生成 的 ， 只 要 求 出 了 ot), 就 很 容易 从 MRE 式 
(7. 2) 确定 yw), 并且 g(z) HERRE T yO 的 性 质 . 然而 , 要 使 一 个 向 
EAR gp(b 二 《gp (bo (1) 99,0)? BA MRA" 的 多 尺度 函数 ,必须 解 
决 以 下 三 方面 的 问题 : 

(1) g(z) 是 可 加 细 的 , 即 满足 MRE 式 (7.2); 

(2) 方程 (7. 2) 的 解 是 唯一 的 ; 

(3) 方程 (7. 2) 的 解 是 稳定 的 ， 

下 面 我 们 就 来 详细 讨论 这 些 问 题 . 


7.1.2 REWA ERTE 


对 于 单 小 波 (r = 1) 的 情形 ，Daubechies 和 ILagarias 从 分 布 的 角度 详细 讨 
论 了 加 细 方 程 解 的 存在 唯一 性 问题 ( 见 文献 [50j,[51J), 其 主要 结论 可 归纳 


250 正 交 多 小 波 


如 下 : 
(1) 存在 紧 支 分 布 的 尺度 函数 oO, ERHO = 2", HPne 
Z. 此 时 , 车 gl2) 是 可 积 的 , H suppp=[0.N], Woe) 具有 至 多 六 一 2 阶 


十 co 
(2) #HO) = 1, 则 无 穷 乘积 || HQ %w) 一 致 收敛 到 P(w) ， 此 时 
j=l 


G00) £0, Bolt) 可 由 公式 GH) = Pw) GO) 唯一 确定 (至 多 相差 一 个 常 
数 ). 

(3) #4 HO = 2", n>0, WHEAT BM F(z), 使 得 p(t) SF FO 
H n Bree, H $(0) =o. 

因此 单 小 波 的 情形 比较 简单 ， 只 要 满足 HO = 1 这 个 条 件 ( 现 有 的 单 小 
波 都 满足 ), 其 紧 支 分 布 解 的 存在 唯一 性 就 确定 了 . 

FEMNE r> 1 的 情形 ), 仍 有 类 似 的 结论 . 一 方面 , 反复 利用 频 域 
上 的 MRE (7.3), 可 得 $(w) 的 乘积 形式 : 

Plow) = (TT Wa) 2%). 
j=l 
另 一 方面 , 在 式 (7. 3) 中 令 0, 得 
@(0) = H(0)@(0). 

于 是 我 们 推断 : RA OO) = 0; RH OOO) E HO) 的 属于 特征 值 1 的 右 特征 
向 量 . 因此 , H(0) 在 p(t) 的 求解 中 仍 起 着 非常 关键 的 作用 . 


定理 7.1 MREX(7.2) RR RADAR, SHY HCO) 有 形 如 22 的 特征 值 ， 
ne Z. 


iE 必要 性 . ATMREA Zo., AMG) 40, 于 是 存在 正 整数 
n, E D'e) 40, DEO) = 0,& 二 0,1,…,n 一 1. 根据 Leibniz A, 得 


D'O) = [a(g] 


一 和 站 pmp 
j=0 
= 27H(0) D*@(0). 
所 以 , HO 有 2" 形式 的 特征 值 , n € z. 
充分 性 . 因为 


bw) = (] H0) Ge), 
j=l 
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所 以 问题 的 关键 是 证 Pw)? = [[ HC(2 iw) 存在 且 一 致 收敛 . 
j=l 
lim (HCO) Y 存在 且 有 非 平凡 解 , 故 Pw)? 存在 且 一 致 收敛 于 Pw), 
j= 
w) = Plw)u, suppg = [0, N]. 
x n>0 时 ， 令 


gat) = 2" >) Hig, Ct — k), 
k=0 


则 6@C0) 40, 且 1 是 27H(0) 的 特征 值 . 与 上 面 的 讨论 相同, $ AR. He 
FE @, 的 n 次 分 布 导数 . a 

与 单 小 波 不 同 的 是 , 当 n 一 0 时 , 并 不 能 唯一 确定 多 尺度 函数 pt). 事实 
E, p(t) 的 唯一 性 与 有 H(0) 的 特征 值 2” 的 重 数 有 关 . 假定 HCO) 的 形 如 2 的 
特征 值 只 有 1, 则 有 下 面 的 定理 . 


定理 7.2 MRE 式 (7.2) 有 唯一 解 g(t) (至 多 相差 一 个 常数 ),， 当 且 仅 当 1 是 
HO) 的 单 特征 值 ， 且 全 (0) Æ HO) 的 属于 特征 值 1 的 右 特征 向 量 . 此 
at, A ， 

Hw) = lim [] HG2 %w G00. 
nso; 


证 “” 兄 参 考 文献 [79]. a 
7.1.3 SRMADRRHMBEt 


我 们 先 定义 g(t) 的 L? 稳定 性 和 自 相 关 符 号 . 
定义 7.2 Hed 二 (p00) pp ANT EL RY, WR oO 的 
整数 平移 构成 12 R 的 一 个 Riesz 基 , 即 存在 常数 0 < A< B< o, 使 得 
Vic REZ E€ PRY, 
AD lali <] 5e- o| SBE lel? (7.8) 
REL REZ REZ 
成 立 , 则 称 pO 是 L 稳定 的 . 
定义 7.3 Bet) =(9.9,0.5¢,0)' EL RY, Ned HEA 
相关 符号 Og (w) 定义 为 
Oy (wd = Dd) Quark yar i. 
REZ 
利用 Poisson 求 和 公式 , 可 得 
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Ny (w) = X Elo + 2k) Bt rk) * . 
kEZ 


这 里 , 4* 表示 向 量 或 矩阵 4 KIIRE EA T CR EARR REHE). 
BR, 自 相关 符号 0, (ow) 是 半 正 定 的 ,并且 有 下 述 定理 . 


定理 7.3 Ket) =D pO paN CLR, FP OO LER 
撑 的 ,1 委 ，" 委 ， 则 下 述 命题 相互 等 价 : 
(1) 9(D AL’ 稳定 的 ; 
(2) Vw E [0,2r]， 自 相关 符号 Ow) 是 严格 正定 的 ; 
(3) VER, {9 t¢+h), l<u<r,kEZ) 是 ww- KKH; 
(4) Vw ER, (6, (wt 2nk), 1 [Lv <r, kEZ) Rw- 无 关 的 . 


证 (1) 全 (2)， 见 参考 文献 [68] [71]. 

(DS), RAS MALI]. 

DSU), GLB XL]. E 

在 具体 应 用 中 , 这 些 条 件 是 很 难 判 断 的 ， 能 不 能 用 与 Po 对 应 的 Ww) 
来 刻画 其 稳定 性 呢 ? 我 们 先 来 看 一 个 必要 条 件 . 


定理 7.4 we) AMREST. DHEAL RER, Ho) 是 相应 的 频率 响 
应 ， 则 
(1) HO) RERE, AEO) 是 HO) 的 属于 特征 值 1 的 右 特 征 
向 量 . (一 般 地 ， 我 们 说 一 个 方 阵 M 满足 条 件 E, 是 指 M 的 谱 半 径 
pM) <1, 且 MM 在 单位 加 上 只 有 特征 值 1 且 为 单 根 . ) 
(2) E HO) 的 左 特 征 向 量 u” CC, RF 
u* HO) =u" A u* Hx) =0. 


证 由 于 g(t) 是 MRE 式 (7.2) 的 紧 支 Li 稳定 解 , 由 定理 7. 3 可知, 自 
相关 符号 Oyo) 对 任意 的 w © R 都 是 严格 正定 的 . 
引进 频率 响应 Hw) 的 变换 算 子 Ty. BD 
TyP(o) = A($)P(>) a(S)” 
+H($+x)\p(¥ tr)H(Z+n)\", 
根据 公式 (7. 3), 得 


Dg (2a) = X, GLa + rk) B20w + Bak) * 
REZ 
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= X Hlo + nk) Glo + ch) G@(w + nk) * Hlo t rk)”. 


REZ 
将 上 式 按 & 的 奇偶 性 分 成 两 部 分 , 并 注意 到 Ww) 的 2x 周期 性 , 得 
Np (2w) = Hla) 0, w) Hw) * + Hat 0, + Aw + 2) * 
= TyQ, (20). 
因此 ,TQ = Op» 故 Oy BHF Ty 的 对 应 于 特征 值 1 的 特征 矩阵 . 
WAKAO) 的 特征 值 , w* CC 是 对 应 的 左 特征 向 量 , 则 
u*0,00)u = u* THO, (Ou 
= u* HOQ (00) HO) * u +u* Hn) QO, Ar) * u 
SA l u” N, 0u. | 
因此 | AI<1. 考虑 1 三 1 的 情况 , Attu’ EHO 的 左 特 征 向 量 , 所 以 
u* H(0) =u". 
注意 到 Oy (w) 是 严格 正定 的 , 所 以 wu* HON OHO * u= 0, AN 
. u* H(x) = 0. 
又 根据 g(z) E L 稳定 解 可 得 @(0) = HOPO), HA @(0) Æ HO) 的 
属于 特征 值 1 的 右 特征 向 量 . 
假定 解 是 唯一 的 , WW HOO) 的 单 特 征 值 . 单位 贺 上 的 其 他 特征 值 均 和 
解 的 稳定 性 矛盾 . 综 上 所 述 ，H(0) MER E. a 
顺便 指出 ,glz) 的 稳定 性 隐 含 了 e RA—BNAKE. 
定理 7.4 只 给 出 了 0H) 是 稳定 解 的 必要 条 件 , 但 要 完整 地 给 出 充 要 条 
件 , 即使 在 单 小 波 情形 下 也 是 比较 复杂 的 ，Lawton 和 Cohen 等 都 分 别 给 出 了 
不 同 的 判别 准则 . 对 于 多 小 波 的 稳定 性 ,也 有 很 多 文献 进行 研究 ， 归纳 起 来 
大 致 有 三 种 不 同 的 方法 : 
(1) 讨论 变换 算 子 Ta 的 谱 特 性 , 得 到 广义 的 Lawton 条 件 ; 
(2) 直接 讨论 矩阵 尺度 符号 Hw) 的 谱 分 解 , 得 到 广义 的 Cohen 条 件 ; 
(3) 把 多 小 波 的 稳定 性 与 细 分 法 (Subdivision Schemes) 的 收敛 性 紧密 
联系 起 来 . 
这 里 只 给 出 用 第 一 种 方法 得 到 的 结论 . 为 此 , 记 My 表示 所 有 以 次 数 不 
超过 NN 的 三 角 多 项 式 为 元 素 的 r Xr 和 矩阵 构成 的 空间 . 


定理 7.5 A$ BH) E L?(R)" 是 MRE 式 (7.2) 的 1 稳定 解 ,， 当 且 仅 当 
HO) 满足 条 件 EE， 相应 的 变换 算 子 TH 限制 在 MN LEMAR RHE, E 
Ty 对 应 于 特征 值 1 的 特征 矩阵 是 正定 的 . 


证 必要 性 . 由 定理 7. 4 和 定理 7. 3 我 们 已 经 知道 , pO 是 稳定 的 , W 
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HO) WERE, 且 自 相关 符号 Qp《w) 对 任意 的 wE 有 都 是 严格 正定 的 ,而 
THQ, = OQ», BO, BAF Ty 对 应 于 特征 值 1 的 特征 和 矩阵， 因此 下 面 只 需要 
证 明 变 换算 子 Ty 限制 在 MN 上 满足 条 件 E. 

设 存在 | 4 |> 1, 使 得 TaP; = AP), Pi © My. Ty 的 定义 可 知 


(TEP, ) (cw) = 5r, o+ 2p, 228), (w+ 2nk)" ， 
这 里 
II, (w) 一 IL ae To), H Pw) = lim I, Cw). 
因为 HO 满足 条 件 E, DETARE U, 使 得 


UH(0)U! = k | 
0 J 
HE J Æ Jordan 矩阵 , Ho <1. 因此 
P(w)U = (@(w) 05°50). 
设 UP1(w)U” 的 第 一 项 为 c, We > 0, 故 有 
P(w) P OP) * = PoU UP, (0)U* (U7!) * P(w)* 
= cH Po)". 
所 以 


+o A . 2°x 
cf Ob) * do = lim |" TT, Co) P1270) Hy w)" de 
= lmj (TyP1) ede 


= = tna P, (cw) deo. (7.9) 


AA l|Al> 1, 所 以 上 述 极限 是 发 散 的 , Fe) € LR) 矛盾 . 这 就 证 得 
ATH) <1. 

进一步 , 类 似 于 定理 7. 4 的 证 明 , 1 是 Ta 的 单 特征 值 , 因此 Th 满足 条 件 
E. 

充分 性 . 首先 由 (7. 9) 式 可 知 Ty WERI E, 所 以 Og (wo) 是 严格 正定 的 
(Vw E [0,2r]). 再 根据 定理 7.3, 0d € PRY BL? 稳定 的 . | 

多 尺度 函数 gp(z) 的 稳定 性 是 非常 重要 的 , 由 此 不 仅 可 知 g(t) 具有 一 阶 
ARR. MAB WAIT pC) 的 正则 性 . 进一步 还 可 以 证 明 : Bed € 
L’(R)’ ft MRESK(7. 2) 的 紧 支 稳 定 解 , N MRA” 的 逼近 性 自然 成 立 ( 其 证 明 
同 单 小 波 情形 完全 一 样 ， 见 文献 [49]). 
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7.2 多 小 波 基 的 优良 性 质 


小 波 之 所 以 在 数值 计算 、 信 号 去 噪 及 图 像 压 缩 等 许多 领域 得 到 广泛 应 
用 , 主要 是 因为 用 小 波 基 可 以 稀 下 地 表示 或 逼近 函数 (或 者 信号 ), 小 波 基 的 
这 种 性 能 主要 依赖 其 优良 的 数学 特性 一 一 EXE, MRE, ENE, IRE 
以 及 紧 支 性 等 .多 小 波 因 为 增加 了 小 波 函 数 的 个 数 而 能 够 更 好 地 处 理 单 小 波 
无 法 克服 的 一 些 问题 , 例如 正 交 性 和 对 称 性 之 间 的 矛盾 , 支 集 长 度 和 消失 和气 
阶 数 之 间 的 矛盾 , 正 交 性 和 插值 性 之 间 的 矛盾 ， 等 等 . 下 面 我 们 讨论 多 小 波 
基 的 这 些 基本 性 质 . 

本 节 中 未 予 证 明 或 未 指明 出 处 的 几 个 定理 , 请 参阅 文献 L212] 及 其 所 引 
参考 文献 给 出 的 证 明 . 


7.2.1 多 小 波 的 正 交 性 


为 方便 起 见 , 我 们 把 多 尺度 函数 的 正 交 性 用 和 矩阵 形式 描述 如 下 : 
定义 7.4 称 多 尺度 函数 g(t) E LCR 是 正 交 的 , 若 


Loo 
Fop @—bdt = dol, VRE Z (7.10) 


A M(t) = Capp A), 则 (7.10) 式 等 价 于 {gp,(t 一 k), 1< 
vr, k © Z} HIER BRA, JBI 
Cpi) p t—-k)) = djro Vij:k EZ. 
根据 定义 可 立即 得 到 : pO 是 正 交 的 ， 当 且 仅 当 自 相关 符号 Do (o) = 
I. 所 以 利用 关系 式 Tuy = O, 可 立即 证 明 下 面 的 必要 条 件 . 


定理 7.6 i p(t) ELR 2H MRE 式 (7.2) 确定 的 正 交 多 尺度 函数 ， 
Hw) 是 相应 的 矩阵 两 尺度 符号 ， 则 
H( Hw)* +HwtnHwtn* =I, wE [0,2n], (7.11) 
或 
H(z)H(z)* +H(—2z)H(—2z)* =I, |z|=1, (7.12) 
即 
ST AH ne = iol VRE Z (7.13) 
JEL 
如 果 wt) 是 对 应 的 多 小 波 ， Glw) 是 相应 的 给 阵 两 尺度 符号 ， 那 么 
wit) 是 正 交 的 ， 当 且 仅 当 
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GwGw)* +GWwt+nGwtn* = L, 
w€ [0,2x], (7.14) 


H(wGWw)* Hlo t r)Glo +t r)* =O,, 
或 者 

G(z)G(z)* +G(— z)G(— z)* = L, 

| |z|= 1, (7. 15) 


H(2)G(z)* +H(— 2)GC— z)* = 0,, 


Bp 


2 GGha = 2640l,， 
jEZ REZ, (7. 16) 


5 H;,GH 2 = O, 
jEZ 


我 们 称 满足 式 (7. 11) 和 (7. 14) 的 {H(w) ,Glw)} ARH RES BH 
(Matrix Conjugate Quadrature Filter, MCQF). 


WREX 
© [H(z) H(—2z) 
D z) = 9 
ncl [eo oc | 
则 式 (7. 12》 和 (7. 15) 成 立 , 等 价 于 Dyc) 是 | z |= 1 上 的 西 阵 , 即 
Day,c(z) Du,c lz) * = L. (7, 17) 


式 (7. 17) 对 于 构造 G( 即 高 通 MCQF) 是 非常 有 用 的 . 
我 们 注意 到 , 定理 7.6 只 给 出 了 正 交 多 小 波 的 必要 条 件 . He, RE 
单 利用 定理 7. 5 就 可 以 得 到 正 交 多 小 波 的 等 价 条 件 . 


定理 7.7 g(t) 和 W(t) 是 正 交 多 尺度 兄 数 和 多 小 波 ， 当 且 仅 当 对 应 的 矩阵 两 
尺度 符号 {HC(w) ,Glw)} 是 MCQF, 且 变 换算 子 Ty 满足 条 件 E. 


观察 MRE 式 (7. 2), 不 难 发 现下 面 的 结论 : 


定理 7.8 设 g(1) 和 W(t) 是 多 尺度 函数 和 多 小 波 , OBER RASS 
{H,G}, #U, 和 Us 是 任意 的 非 奇 异 阵 , Do, 一 Uig 和 Wi 一 UsY 也 是 
多 尺度 函数 和 多 小 波 ， 对 应 的 矩阵 两 尺度 符号 是 {十 , 必 } ， 其 中 
Ñ = U HUT, G=U,GU;". 
特别 地 , 若 g(1) fe w(t) ZEX, (H,G) 是 一 个 MCQF, 则 只 要 UI 和 
Us LER, (HG) 也 是 一 个 MCQF Ghat Ñ = UHUT, G = 
U,GUT). 


由 于 多 小 波 往往 理解 为 是 由 多 尺度 函数 生成 的 , 我 们 不 希望 改变 这 样 的 


多 小 波 基 的 优良 性 质 257 


KA, 因此 在 应 用 中 , 常 取 U = 1, 实验 结果 也 表明 这 样 取 的 效果 是 最 优 的 . 

根据 定理 7. 8, 我 们 可 以 把 已 知 的 多 尺度 函数 g(t) MEME yO 通过 上 
面 的 变换 改造 成 性 质 更 好 的 多 小 波 从 (2) ,六 (2)} ， 而 不 改变 多 小 波 的 其 他 性 
i. 受 此 启发 , 我们 引入 下 面 的 重要 概念 两 尺度 相似 变换 . 

定义 7.5 i Mw) 对 所 有 wE RETRE, P 

Hw) = M(2w) H(w)M Ww) (7. 18) 

Zz Hw) KF Mw) 的 两 尺度 相似 变换 (Two Scale Similarity Transform, 
TSST). 相应 地 ,把 Mo) 称 为 相似 变换 矩阵 . 

同样 可 以 定义 HCw) 的 逆 两 尺度 相似 变换 为 M (20) Hw) Mw). 这 里 
仅 用 TSST 进行 讨论 . 

在 式 (7. 18) 中 , So = 0, WHO) BHO) 的 相似 变换 , 于 是 有 下 面 的 
定理 : 


定理 7.9 HMw) FMA wE RETZA, Hw) 是 HCw) 的 TSST， 则 
H(0) 与 HCO) 具有 相同 的 特征 值 和 特征 向 量 . 


对 于 一 个 非 正 交 的 多 尺度 函数 g(z)， 如 何 利 用 TSST 使 得 o) 正 交 化 
呢 ? 我 们 可 以 利用 自 相关 符号 Oy (oe) 的 性 质 , 构造 正 交 的 多 尺度 函数 . 具体 
计算 过 程 如 下 : 

第 1 步 ”计算 gtz) 的 自 相关 符号 Nolo). 显然 Qp lw) 是 正定 的 , H 

Np lo) Æ L. 
第 2 步 H Apo 进行 平方 根 分 解 ， 
Dg Cw) = Mo Cw) Mo Clw) * , 

这 样 的 可 道 矩 阵 My (w) 一 定 存在 . 

#35 HA ĝi w) = My’ wPw). AA, @ (wo) 满足 两 尺度 方程 : 


和 co ~Fi(2)6 (2). 

这 里 Aw) 是 Hw) 关于 Mo w) 的 TSST. 

第 4 步 ” 求全 (w) H Fourier MERE oO. AAQ, =, MUA ew 
是 正 交 多 尺度 函数 . 

若 p(t) 是 稳定 的 , 则 由 上 述 正 交 化 方法 得 到 的 gi (7) 也 是 稳定 的 ,这 是 
因为 M(w) Bt, HCO) Al H(0) 具有 相同 的 特征 值 . 

在 工程 应 用 特别 是 图 像 压 缩 中 , 双 正 交 小 波 比 正 交 小 波 有 更 好 的 效果 . 
所 以 , 类 似 于 单 小 波 的 双 正 交 性 引入 双 正 交 多 小 波 也 是 很 有 意义 的 , 这 里 我 
们 就 不 作 深 入 讨论 了 
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7.2.2 ”多 小 波 的 消失 矩 特性 

定义 7.6 BH y(t) = (gh, Esp lt) gp, A)T E L? OR)’ SoH MRE R 

(7.2) 确定 的 多 小 波 , Æ 
Pap Od =0, = oem 一 DIS sn， 
则 称 wor) 具有 m Brig RS. 

对 于 单 小 波 (r = 1 的 情形 ), 如 果 oG) E LR 是 双 尺 度 方程 的 紧 支 稳 
SEAR, OC.) 是 相应 的 小 波 ， 频 率 响 应 是 { 感 (w) ,G(w)}， 则 下 述 命 题 是 相互 等 
价 的 ( 见 文献 [49],[103]) ， 

(1) gt) BA m 阶 消失 和 矩 ; 

(2) EXTERE L = (hzij ) ;0 ， 考 虑 其 最 大 子 块 LNH， W Lyp 有 

1 1 m—l 
HE 1.505 (去) ; 
(3) 任意 光滑 函数 f(z) 都 可 用 g(2) 在 每 个 尺度 2 上 作 逼 近 , 通 近 阶 是 
OQ) EPRE ET m), Bp 
[f= Eag -olc N, (7. 19) 
REZ 
而 f(z) 的 小 波 系 数 具 有 衰减 阶 OC27™") , B 
[E rouna] <C27", 
(4) EWR = Dw(ket+h), L= 0,1, m— 1; 
kEZ 


(5) 对 于 任意 AS ow) TE w = 2kx 处 有 mee B 
HO) =1, DH(2kn) =0, j =0,1,°*,m—1, 


其 中 D 表示 微分 算 子 , 即 D = 于 


do 
(6) 对 于 7 =0,1,*sm—1, 有 
N N ; 
She =2, DOD kih, = 0. (7, 20) 
k=0 k=0 


从 上 面 的 结论 可 以 看 出 ,小波 基 的 消失 和 矩 特 性 从 本 质 上 决定 了 该 小 波 逼 
近 光 滑 函 数 的 能 力 ， 因 而 在 应 用 中 是 很 有 用 的 . 

多 小 波 的 消失 和 矩 特 性 比 单 小 波 要 复杂 得 多 , 许多 学 者 都 从 不 同 的 角度 进 
行 了 研究 ( 见 文 献 [L113]), 得 到 了 不 少 重要 结论 ,下面 的 定理 概括 了 一 些 类 
似 于 单 小 波 情形 的 结论 : 
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定理 7.10 Re) =l Dp Agp OT EL RY ARAL 稳定 的 ， 
W(t) 是 对 应 的 多 小 波 ，{Hlw),Glw)) 是 对 应 的 频率 响应 ， 则 下 述 命题 
是 相互 等 价 的 : 

(1) wt) LA m Mri KE; 

(2) 定义 循环 矩阵 LL = (H), LAR , 设 对 应 的 特征 向 
量 为 y? ’ Fp yPL= 2i yP ’ J = 0,1,.…,m—1, Ey” = OP Jez 的 
每 一 个 元 素 具 有 下 面 的 形式 : 

yP= > } C Dirty”, (7. 21) 
k=o lk 
这 里 ， y yP gore y YD CR 是 确定 的 ; 

(3) 任意 光滑 向 量 函 数 卫 一 ofore) ELR 都 可 用 
p(t) 在 每 个 尺度 2 ERM, HBL OTI”), Lf 的 小 波 系 数 
LARA OC”), Bp 

DORO ES 


(A) 对 于 j= 二 0,1,…,m 一 1, 存在 行 向 量 序 列 yy ?CR ,1 Z, 使 得 


i = D ypa, tER; (7.22) 
LEZ 


KE, OP diez 也 要 满足 式 (7. 21); 
(5) 存在 唯一 超 函 数 SG = > 《ap ,gli 一 上 )), n AREER, 
k=0 


使 得 SOO) = 1, 且 对 于 7 一 0,1,…,m 一 1,， 有 
D'S (2kn) = 0, k€ {0); 
(6) PERE yono E R, 使 得 对 j = O51, em — 
1, 有 


if: 
5 f | 2tik iy (DH) (0) = yi”, 
E= (7, 23) 
if: 
5 fleyg (DH) C) = 0; 
pao \k 
(7) Ry? AMABE LA TRA 2 7 的 特征 向 量 , 并 且 其 每 
一 项 具有 式 (7. 21) 的 形式 ， 则 
Dyf Hy = iy! 
IEZ 
了 一 0,1, 7 一 1. (7.24) 


. Al 
Sy? Hun = 29>) | ys’, 


(EZ k=0 
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证 ”参见 文献 [112],[113]. | 
下 面 我 们 对 定理 7. 10 的 基本 含义 作 一 些 简单 分 析 . 
考虑 m = 1 的 情形 . 
关于 稳定 性 的 分 析 已 经 得 到 了 这 样 的 结论 : gC) 的 稳定 性 隐 含 着 1 BNA 
RE, 即 存在 HOO) 的 左 特征 向 量 & CR’, 使 得 
wWHoO=u H WHr) =0. (7. 25) 
HO) 分 开 来 写 : | 
utH(O) = Su" (Hy +H +H +) =u, 
H 
uH) = <u" (Hy —H,+H,—-) =0. 


两 式 相 加 减 ， 可 以 得 到 式 (7. 25) 的 等 价 式 : 
u” > Hy = uT >) Ao =u". 
{EZ (EZ 
这 就 是 定理 7. 10 的 结论 (7) (mm = 1), Hp u 在 这 里 起 了 非常 重要 的 作 
用 . 同样 , 令 
FRO = Dpat k) = Du Np (2t—2k-1), 
REZ REZ lez 
其 中 ， u'o = > uipi. 我 们 看 到 
i=l 
Ft) = >) a" Hy, >) p(2t — 2k — 21) 
EZ REZ 
+S) ua" Ho >) @(2t — 2k — 21-1) 
IEZ REZ 


= ul X, p(2t— 2k) +u™ >) p(2t— 2k — 1) 
REZ REZ 
= K (2t). 
在 适当 的 假设 下 有 : FO = 常数 , 此 即 定理 7. 10 的 结论 (4). 
对 于 m > 1 的 情形 ， 由 于 det Ho = 0, 于 是 无 法 确定 WG, 
H (n), H Cn). 
现在 , 若 令 无 穷 维 列 向 量 
oD) = Cg tt—1) ,9 ,9 aH), 
则 MRE 式 (7. 2) 可 表示 为 
olt) = Lo (21), 
其 中 , 丈 是 双 无 限 分 块 矩阵 ( 亦 称 为 Hurwitz EE), Bp 
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H H H, H, 
L= - H H H, Hy … ， 
H; H: H Ho 


MZAS REBAR p(t) 的 两 尺度 和 矩阵. 
我 们 可 以 看 到 , 结论 (2), (4),(6) 和 (7) 中 的 行 向 量 都 是 工 的 特征 值 2 
对 应 的 特征 向 量 y7 , 令 y = Corey py? sy? per), BEA yy? 是 1Xr 矩 
阵 , 定义 
F(t) = a = yer), 


则 由 MRE RC. 2), 得 到 
F(t) = y?o(t) = yP Leo (2t) = 2 yD @(2t) = 29F; (22). 
可 以 证 明 , 此 时 F; = Ce’, C 是 某 个 常数 ， 即 结论 (4) 成 立 . 
这 里 的 特征 向 量 y 必须 满足 一 定 的 性 质 , 因为 
Dy varew etm) = SyPett—-l+n) 
nEZ 


-api D file p 
(t—D) 2 CD 


k=0 


-5 |< D> S yt 十， 


n€Z 


令 两 边 的 系数 相等 , Hin = 0, 立即 得 到 特征 向 量 y” 之 间 的 关系 : 
o y= 六 4 C Di ty. 


k=0 
这 就 是 式 (7. 2D. 这 个 关系 说 明了 无 穷 维 向 量 y 由 有 限 个 分 量 为 > 的 向 量 
y ,yD res IP 来 确定 . 
对 于 单 小 波 y(t), 若 yl?) BA m 阶 消失 矩 , 则 有 分 解 式 


Hw) = (wae sy” Qo Cw)» 


其 中 Qu lo) 满足 Qu(0) = 1, Qo lkr) #0, k E€ Z (0). 
ELA m BARS NETE SANEX USE? 我 们 来 看 看 
下 面 的 定理 . 


定理 7.11 Rett) 一 (Co Dpp ADT ERV ARAL 稳定 的 ， 
W(t) Bt SR, (Hw) Gw)) 是 对 应 的 频率 响应 ， W(t) 具有 
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Bid ASE, N Hlo) 能 进行 m 次 TSST 分 解 : 
H(w) = on M (2o)…M CoQ loM Cw) Mz Cw), (7. 26) 
£2, Ow) Mem = A SAX; 相似 变换 矩阵 MiG 一 0,1，… 


1) 满足 条 件 : 
D SAA we #0, Mw) 可 逆 ; 


(2) EldetM(w))| ,#0; 
(3) M;(0) 有 单 特征 值 0， 且 存 在 对 应 的 右 特征 向 量 r;， 使 
M; (0) r; = 0. 


& Mw) = Mr (w)M,,-2 (o) M, Co), M Mlo) 满足 ， 
det M(w) = (1 — ee)", 
事实 上 


det H(w) = (LEE) set Q. 

我 们 指出 , Hw) 的 TSST 分 解 式 (7. 26) 不 是 唯一 的 . 此 外 ,从 式 (7. 26) 
可 以 看 出 , 每 作 一 次 H(w) 的 TSST 分 解 ,实际 上 是 确定 H(w) 的 一 个 消失 
矩 ， 因 此 只 要 能 找到 相似 变换 矩阵 Mw), 对 Hlo) 作 一 次 TSST 变换 ， 则 
Hw) E Hw) 高 一 阶 消失 和 所. 


7.2.3 多 小 波 的 正则 性 


我 们 知道 ， 紧 支 正 交 多 小 波 可 以 表示 为 多 尺度 函数 的 有 限 组 合 ， 所 以 多 
尺度 函数 和 多 小 波 具 有 相同 的 正则 性 . 这 里 仅 讨论 多 尺度 函数 的 正则 性 . 

定义 7.7 ip) =p p AT E LR, 称 多 尺度 函 
H p(t) € ce 如 果 

=ntan€Z,0<a<l, gpDEC(R’, 
Ae” a) Ma S Holder 连续 的 ， 即 
| Dp, (t+ y)— Dp [LC] yl, |plan,l<u<r. 
可 以 证 明 : 如 果 p(t) E CRY, so 为 Sobolev 指数 ， 即 


So 一 sup {s>o| [= (1 十 | æ l | @@) || ?du <+ 00}, 


IBA d > 一 于. 


对 于 单 小 波 pCO), 文献 [50j] 给 出 了 估计 y(z) 的 Sobolev 指数 的 方法 : 
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RREAK oD 是 紧 支 稳定 的 ， 具有 m 阶 消失 矩 ， 对 应 的 尺度 符号 
Hw) 可 分 解 为 


Hw) = (Se) Qew, 


2 
其 中 Qo) 是 一 个 三 角 多 项 式 , H 
QO = 1, QC2kr) #0, k E€ Z\{0}. 

则 可 用 以 下 两 种 等 价 的 方法 来 估计 Sobolev 指数 : 

(1) so =m—logip( Ta): FP o( Ta) 是 Q(o) 的 变换 算 子 Ta 的 谱 半 径 ， 
Ta € My; 

(2) 设 HN 是 空间 M LAF Ty 的 最 小 不 变 子 空间 , APT Ty 在 子 空 
间 HN 上 的 限制 记 为 Th, 其 谱 半 径 pC79) <1, W 

so =— logol Th). 
显然 , MER ENTES BK RENEA R SHE. 
对 于 多 小 波 , 我 们 也 有 类 似 的 结论 ( 见 文献 L[90]) : 


定理 7. 12 Ret) 一 (Pi 《gy(1),…,g, (1))T EL2(R)" 是 紧 支 正 交 L? 稳 
定 的 ， y(t) 是 对 应 的 具有 讽 阶 消失 给 的 多 小 波 ，{ 晶 (w),G(lw)) 是 对 应 
的 频率 响应 ， 昌 (w) 有 形 如 式 (7. 26) 的 分 解 ， 即 


H(w) = MDM (w). 


又 设 Ty 和 了 Tog 分别 是 Hlw) 和 QCw) 在 空间 My LH RR; A oo 和 
Pi 分 别 是 TH 与 To 限制 在 HN 上 的 谱 半 径 , 则 {g(z) yO) 有 如 下 等 价 
的 Sobolev 指数 估计 : 

C1) s = m— logio; 

(2) so =— logypo. 


7.2.4 多 小 波 的 对 称 性 


对 于 实 的 单 小 波 , BR Haar 小 波 外 , 所 有 紧 支 正 交 小 波 都 是 非 对 称 的 . 为 
了 满足 小 波 的 对 称 性 ， 人 们 做 了 大 量 的 工作 ,归纳 起 来 大 致 有 如 下 两 大 类 方 
法 : 

(1) 在 构造 g(t) AY) 时 , 使 用 某 些 技巧 , Ho) 和 y(t) 具有 较 少 的 
非 对 称 性 . 例如 ,选择 不 同 的 根 , 使 两 尺度 符号 Ho) 更 接近 线性 相位 (从 而 
得 到 了 近似 对 称 的 正 交 紧 支 小 波 Symlet 系列 ); 或 提高 oO) 的 消失 矩 阶 数 ， 
使 p(t) 和 y(z) 获得 较 好 的 对 称 性 (从 而 得 到 了 Coiflet 小 波 系列 ). 


264 正 交 多 小 波 


(2) 放弃 plz) Ay) 的 某 些 特性 ， 获 得 严格 意义 下 的 对 称 . 例如 , 放弃 
ptt) Fl pC) 是 实 的 , 构造 复 对 称 紧 支 小 波 ; 或 放弃 p(t) 和 yz) 的 正 交 性 , 构 
造 双 正 交 小 波 . 

由 于 多 小 波 由 两 个 或 两 个 以 上 的 函数 来 构成 基本 小 波 , 在 形式 上 有 更 灵 
活 的 选择 ,因而 可 以 保证 在 不 放弃 其 他 特性 的 基础 上 , 构造 紧 支 对 称 的 正 交 
多 小 波 . 

定义 7.8 Bet) = (pp 0) 59,0)? ELR, 如 果 每 一 个 
p(t) 是 对 称 或 反对 称 的 ， 即 

g(t) =tg,(2T,—t), v= 1,2,,7, 
或 pte) 在 频率 域 上 可 表示 为 Ow) = Ewe w), 其 中 
Elw) = diag(te ihe, + etre e, 4 2M ), 
则 称 PO = pgp ANT E RY 是 对 称 的 . XH, T, 是 
gy (t) 的 对 称 或 反对 称 点 ，v 一 1,2，…7. 
由 定义 7. 8 可 推出 如 下 的 充分 必要 条 件 . 


定理 7.13 p(t) E L2(R)" 是 对 称 的 ， 妆 且 仅 当 纸 阵 两 尺度 符号 Hw) HR: 
H(w) = E(2w)H(— w) E™ (w). 


对 称 点 与 支 集 有 关 , 在 假设 OO 的 每 个 分 量 的 支 集 都 相等 的 情况 下 , 我 
们 得 到 下 面 的 定理 . 


定理 7.14 设 紧 支 多 尺度 函数 g(t) 一 (pi (7) ,gy (1),…,g,(1))T 满足 矩阵 两 
尺度 方程 (7. 5)， 且 
suppe, = suppg, = ** = suppg, = [0,N], 
gt) ALILO 是 对 称 或 反对 称 的 ， 则 
H, =S,Hy~S, (O<A<N); 
EPS, 是 r Xr HAH, Op 
l, 1=j Ho; 是 对 称 的 ， 
so 人 i=j Lo; ARAR, (7. 27) 
0, 其 他 . 


证 因为 g,(t) (1 声 v 声 7) 是 对 称 或 反对 称 的 ， 故 
p(t) = SeN —t), (7, 28) 
这 里 S, 由 式 (7. 27) 确定 , BAS, = So. 又 由 式 (7. 5) 得 到 


N N 
p(t) = >) Helt k) = S Hspl — Nk), 
k=0 k=0 
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将 式 (7. 28) 代入 , 则 


- N 
g(N—1) = >) S,Hy-~S,9(N — 2t-+N—&) 
k=0 


N ， 
= >)S,Hy-S,9(20N—t) — k), 
k=0 
所 以 
N 
p(t) = >)S,Hy_,S,9(2t—k). 
k=0 


再 与 式 (7. 5) 进行 比较 即 得 
H, =S,HyS, O<k<N). E 
在 应 用 中 经 常 考 号 的 是 > = 2 的 情形 ,此 时 gp( = pT, 不 
妨 设 g(t) 是 对 称 的 ,ps ( 是 反对 称 的 , 考虑 偶数 长 度 的 低 通 滤波 器 (对 奇 
数 长 度 的 低 通 滤波 器 可 同 理 讨论 )， 则 
H, = SHoy41S, k= 0,1,°°,2N—1; S =diag(1, —1) (7.29) 
等 价 于 
H(w) = eTi2N DSH (— w)S. 
由 定理 7. 13 知 ,g(t) 是 对 称 的 多 尺度 函数 . 
定义 7.9 设 w(b = Cy GQ) pT 是 二 重 多 小 波 , AERA H) 
满足 式 (7. 29), WER yO 具有 插值 型 对 称 性 . 
大 多 数 构造 的 多 小 波 都 具有 插值 型 对 称 , 例如 CL B/N, STT 多 小 波 ， 
Jiang 多 小 波 ,等 等 . 


7.2.5 多 小 波 的 短 支 集 特性 


支 集 长 度 对 小 波 变 换 的 影响 不 仅仅 是 增加 计算 量 的 问题 . 设 输入 信号 
SO 在 点 有 一 个 孤立 奇异 点 , H to 包含 在 yii Gok E D 的 支撑 区 间 内 , M 
小 波 系数 可 能 在 这 一 点 有 较 大 的 值 ; 如 果 w 的 支 集 长 度 是 NN 十 1, 那么 在 尺度 
2 上 就 有 NN 十 1 个 支撑 区 间 包 含 点 to 的 小 波 ye. 这 个 数量 的 增加 无 疑 违背 
了 选择 小 波 基 的 最 优 原则 ， 因此 我 们 不 仅 希 望 y 是 有 限 支 集 的 , 更 希望 y 有 
比较 短 的 支 集 长 度 . 

定义 7. 10 ”多 尺度 函数 9(D = (pl (7) ,gz (1),… ,g(t))T 的 支 集 定义 为 
其 每 个 分 量 的 支 集 之 并 集 ， 即 


supp @ =U SUPP gj}. 
Xt F AAR BE ee AR, LE suppe = [0, N] ENH oO 的 双 尺 度 
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系数 hohy 40. 然而 , 多 小 波 的 支 集 特性 并 没有 这 么 简单 , 我们 只 能 得 到 如 
下 的 结论 . 


定理 7.15 设 多 尺度 函数 g(t) 是 MRE 式 (7.5) 的 紧 支 解 , suppg 守 [0,N]. 
(1) 若 Hy 和 Hw 是 可 逆 的 , 则 suppe = [0,N]. 
(2) $ suppe = [0,NJ, 则 Ho 和 Hy MARKEE. 
(3) $e) 是 中 - ARM apk) =0 84a =0, kE 


Z), 则 suppg = [0,N] 当 且 仅 当 H; 和 HN MRAREER. 


根据 上 述 结论 ,多 小 波 的 支 集 长 度 与 其 矩阵 滤波 器 的 个 数 之 间 没 有 必然 
联系 . 正 因为 如 此 , 我 们 可 以 平衡 多 小 波 的 支 集 长 度 和 消失 和 矩 阶 数 之 间 的 矛 
JB. 使 得 多 小 波 的 构造 具有 较 大 灵活 性 . 我 们 知道 , 若 正 交 单 小 波 oo) 具有 
N BHAA, WR suppy 的 长 度 至 少 为 2N 一 1. 这 就 意味 着 提高 消失 矩 阶 
数 与 缩短 支 集 长 度 之 间 产 生 了 矛盾 ,给 实际 应 用 带 来 了 困难 . 从 这 个 意义 上 
讲 ，Daubechies 小 波 yn (0) 倒是 具有 一 定 优越 性 : BAN 阶 消失 矩 ， 其 支 集 
长 度 恰好 为 2N— 1. 然而 , 对 于 多 小 波 的 处 理 就 比较 灵活 了 , 我 们 可 以 让 部 
分 小 波 分 量 是 短 支 集 的 , 而 让 其 余 小 波 分 量 保 持 消失 和 矩 阶 数 . 例如 , GHM 多 
小 波 有 两 个 分 量 , FOR SCE BPE 2, 但 是 

supp; = [0,1], suppe; = [0,2], 

这 就 较 好 地 解决 了 消失 和 矩 阶 数 和 支 集 长 度 之 间 的 矛盾 . 

此 外 , 我 们 还 可 以 通过 增加 小 波 分 量 的 个 数 来 缩短 支 集 长 度 ， 从 某 种 意 
义 上 来 说 , 总 可 以 让 所 有 紧 支 多 小 波 的 支 集 固定 为 区 间 [ 一 1,1]. 下 面 的 定理 
说 明了 这 一 点 . 


定理 7.16 设 (Vj) 是 由 多 尺度 函数 g(t) 生成 的 MRA’, to 二 2r, 其 中 
pV CL, WEEE ERM nih RAA O 生成 的 多 重 多 分 
辩 率 分 析 {V;}, #g =2'"r, H suppg 二 [一 1,1], 使 得 
Vi=V,,, VIEL 


FKE, 根据 定理 7. 16 RATER, 如果 限制 多 尺度 函数 O 的 所 有 分 
量 的 支 集 都 在 [一 1,1] 上 , Het 在 [0,1] 上 是 w -无 关 的 , 则 (7. 5) 式 中 的 
MCQEF 的 个 数 只 有 4 个 ; HH Ho MH. 

在 MRE 式 (7.5) H, N 只 能 理解 为 最 长 的 滤波 器 分 量 的 个 数 , 并 且 滤 波 
器 以 矩阵 的 形式 出 现 , 真正 作用 到 信和 号 时 的 滤波 器 长 度 应 该 是 xN, 且 各 个 分 
量 的 长 度 不 必 相 等 , 应 视 具体 问题 作 具 体 分 析 . 
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7.3 几 个 常见 的 正 交 多 小 波 


本 节 仅 罗列 几 个 常见 的 多 小 波 ， 具体 的 构造 方法 详 见 文献 [91],[210]， 
更 多 的 例子 请 参考 文献 L212]， 为 简单 起 见 , 每 个 多 小 波 只 给 出 相应 的 滤波 器 . 

例 7.2 GHM 多 小 波 ， 即 Geronimo-Hardin-Massopust 多 小 波 ( 见 文献 
[68 ]). 


_3_ 4 -3 
5/2 5 5/2 
H, = ， M= v2 
_1i __3 9 1 
20 10/2 20/2 
0 0 0 
H, = 9 3 9 H, = l 0 9 
20 10V2 20 
1 3 9 1 
2 10/2 20 V2 
Go = 9 G = ’ 
li 3 __9 o 
10/2 10 10/2 
9 __ 3 —l 4 
20 10/2 20 
G: = 9 3 一 
9 _ 3 1. 9 
10/2 10 10/2 
基于 GHM 多 小 波 的 双 正 交 插 值 预 - 后 滤波 器 为 
3 10 -3 9 
P, = |8V2 8/2), P = |8v2 |, 
0 0 1 0 
0 1 0 0 
M=|, 3， Ql 3| 
10 5 10 


GHM 多 小 波 是 正 交 、 对 称 和 紧 支 集 的 , 具有 2 阶 消失 矩 和 逼近 阶 . 
例 7.3 CL3 多 小 波 ， 即 Chui-Lian 的 长 度 为 3 的 多 小 波 ( 见 文献 
[36 ]). 
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i 1 i 0 
242 22 V2 
H, = 9 H, = kd 
s _ Nt 0 + 
4/2 4/2 2/2 
i l 
H 2/2 2/2 
| MT 
4/2 42 
81 4 + 0 
2/2 2/2 V2 
Go = , G = , 
1 dl o XL 
4V2 472 2/2 
Și 1 
2 
G = V2 2/2 
_ 1 1 
4V2Z 4V2 
基于 CL3 多 小 波 的 双 正 交 插 值 预 - 后 滤波 器 为 
1 1 > 1+Y7 
p 4 4 0 2 
| 
1 十 V7 1 十 V7 2 


CL3 多 小 波 是 正 交 、 对 称 和 紧 支 集 的 , 具有 2 BNA AA. 
例 7.4 STT 多 小 波 , Bl Shen-Tan-Tham 多 小 波 , 又 称 SA4 多 小 波 ( 见 文 
献 [L131],[151]). 


a a a 
a +1 a tll - etl a +1 
H, = ’ H, = > 
1 —__a@ _. _ a a 
a’ +1 a’ +1 o 十 1 a +1 
Q —_ on — a a 
a? +1 a +1 atl +1 
G = 9 G 一 9 
a 1 a a 
a’ +1 a+] e +1 +1 


H, = SH;_,S, G, = SG,_,S (k = 2,3), 
H S= diag(1, 一 1). 例如 , ÆR a = 4 十 V15, WA 
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1 1 31+8/15 1 
g, = 321875 8 _ | 32+8vV5 8 
”1 1 ! _ 31 十 8V15 1 ' 
32 十 8v15 8 32+8/15 8 
31+8Vi5 _ 1 1 _1 
H = 32 二 8v15 8 H = 32+8/15 8 
” 131+8/I5 a] 1 1 
32 十 8v1 8 324+ 8/15 8 
1 1 _1 3148/15 
G — 8 32+8V15 o| 8 32 十 8V15 
~ 1 | 1 31+8VI5| 
8 32+8/15 8 3248,/15 
_1 _31+8Vi5 1 1 
c =- 8 32+ 8/15 8 324+8/15 
”| 1 3148/5 | 1 1 | 
8 32+8/15 8 3248/15 
基于 STT 多 小 波 的 双 正 交 搬 值 预 - 后 滤波 器 为 
1 1 1 1 
OZ v2 o2 v2 
° aap 2 fa oaf 
V2 v2 (2 42 


”STT 多 小 波 是 正 交 、 对 称 和 紧 支 集 的 , 具有 1 MAREEK. 
例 7.5 BiHermite 多 小 波 ， 即 Hermite 三 次 样 条 双 正 交 多 小 波 ( 见 文献 


[143]). 
分 析 滤 波 器 为 
_ 73 n 
648 324 
Hy = 
__ 773 3229 
3240 6480 
397 
324° 
H; = 
0 6091 


H, 


1 _ 89 
2 162 
187 91)? 
180 81 
1 89 
2 162 
_187 _91| 
180 81 
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-73 _ 77 
648 324 
‘| 773 3229 |” 
3240 6480 
1 3 1 0 1 _3 
G 4 8 G 2 G 4 8 
e a ap F Jada 7 |4 1 
8 8 2 8 8 
合成 滤波 器 为 
1 _1 l 1 
m- | 
Pa ap Jo SP ga 
8 8 8 8 
67 _ 7 _; 187 173 4 
~ 240 720 ~ 180 < 120 
Go = 9 G: » 2 一 ’ 
95 _ 1 _89 91 0 26 
324 162 81 8l 9 
1 —187 67 T 
~ 180 ~ 240 720 
G; = 4 
89 91 -25 l 
8l 81 324 162 
基于 BiHermite 的 双 正 交 播 值 预 - 后 滤波 器 
1 1 _3 
p 4 4 0 2 2 
0 iil ’ 0 ， 3 
3 3 2 


BiHermite 多 小 波 是 双 正 交 、 对 称 和 紧 支 集 的 , 具有 2 BNA AREY. 


7.4 正 交 多 小 波 的 Mallat 算法 


7.4.1 多 小 波 分 解 与 重 构 算法 


现在 , 我 们 讨论 如 何 应 用 多 小 波 实 现 信 号 的 分 解 和 重 构 ( 即 多 小 波 的 
Mallat 算法 ). Ha) EV, W 


SO = DU hehe O 
v=l1kEZ 
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= -X P Ph a E 十 x 5 adie G), 
v=1Jo<i<J REZ 
HEJ <J, a 
too foo 
CA = [og dt, dj = fE roga @)dt. 
又 设 多 尺度 函数 ot) 与 多 小 波 ya) 满足 MRE 7. 2), 即 


ot) = >) Hp (2t—&k), 
PCZ (7. 30) 


w(t) = >)G,e(2t—k), 
REZ 


其 中 
H; = Chprte cp ver’ Gr 一 Eperu REZ 
均 为 r Xr 数量 矩阵. RERS g(t) 和 小 波 函 数 wlz) 在 下 面 的 意义 下 正 交 : 


poo 

[recent bat = dor 
oo 

[OA d= Bodo 


[pA 一 0. 
下 面 , 导出 相应 于 正 交 多 小 波 的 分 解 与 重 构 算法 . 为 此 , 定义 正 交 投影 


算 子 
P;: L?(R) > V;; Pjf = 2 Da Sogn Be 一 » gies 
p=1 REZ p=1 
， (7.31) 
Q: LR > W;, Qf = > Shute de = D Edah, 
EZ p=1 kEZ p=1 
其 中 


dn (t) = Bp t, Ye = 22g, (it — h). 
M PREZ, icy = (fig), dy = (fv), 则 由 MRE 式 (7. 30), 有 


gO) = 25 D as ihe Ot — p) 
PEZ p= 


>) Dh T pu (2t — 2k — p) 
PCE p= 


oh prtu, terp (2) 


5 和 2 

pEZ 
5 2 > hu, (p28) rtp PH p (t). 
Pez 
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同 理 ， 有 
Gi, (0) = 4 > Xe Bo, ripi p E). 
V2 pet xl 
从 而 可 以 建立 分 解 公 式 
Ce = (f ,ph) = 7s D Dae. ze rte PtH. p? 
PEZ p=l 
1 -~ 
一 一 hy, ( > 
45 hrtu SS Gar, p 
1 La 
=- hy, f pp" 
/3 名 > (p-2h) rtp j+, p 
同 理 有 


Y 
jk 


反 过 来 , EHAR 
CH 一 《六 PH) = Pif EOS gak 
一 (Py f spe, + OF spa, k?) 


=(>) > cpl, p Pht) + 2) ya p,p » Pitt? 


1 Lo 
-= 5 > Ev kriu GH ap 
V2 PEZ Ap 一 1 


PEZ p PEZ pal 
= =(>) Èe jp LS Dh otopa m gaa) 
PEZ p V2 ey 7 一 1 
十 (>， Xa; jp 万 L5 DO By. mtori Pet PFH? 
PEZ p= mEZ y=1 
1 r 
= >) hy, aprio 十 LS Xe. april ip. 
2 pen Qf 
从 而 下 面 结果 成 立 . 


定理 7.17 设 正 交 投影 算 子 Pi ,Qi 的 定义 如 (7. 31) A, MAF HH Mallat 
Rig LK. 
(1) 分 解 算法 : 


Uv 一 一 
ie = hy, (p-2b) tue i+ p? 
V2 pEZ pel 
r (7. 32) 
d}, = 1 By GD, 
jk > Eu (p—2h tel FH, p° 
V2 pez p=) 
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(2) EARE: 
Chek = LS >, (e-2pyrtuC ip t 5 > Ds, (e-2pyrtv jp « 
OBA g= V2 pez = 
(7. 33) 
我 们 把 分 解 与 重 构 公 式 写成 矩阵 形式 . > 
Cik = Ceh C2 pec)", dir = (d! EEA 3° cd 
则 有 如 下 的 分 解 公式 : 
1 —- 
Ci, 一 => Hypc j41,2¢+p > 
2 pez 
| (7.34) 
di, = Bs, Gol j41,2e+p 
MEHAR: 
Cip = =>) CHC j 24+) + Grd; 20+). (7. 35) 
Jerez 


上 面 的 Mallat 算法 进行 多 小 波 的 分 解 和 重 构 . 


7.4.2 预 处 理 和 后 处 理 


多 小 波 分 解 算法 要 求 有 初始 系数 ck， 而 通常 的 输入 数据 是 信号 (或 函 
BO f(z) 的 等 距 采 样 值 , 这 就 需要 将 f(z) 的 采样 值 转化 成 {cj }， 我 们 把 这 个 
转化 过 程 称 为 预 处 理 或 预 滤波 . 经 过 多 小 波 重 构 后 , 需要 把 (cj ) 再 转化 为 函 
数值 , 这 个 过 程 称 为 后 处 理 或 后 滤波 . 如 果 希 望 实现 精确 重 构 , 那么 后 处 理 
必须 是 预 处 理 的 逆 过 程 . 

为 了 表示 简洁 起 见 , 假定 初始 阶 J = 0, 并 且 假 定 信 号 的 采样 点 为 


tej =+, j=1,2, "sr 


这 就 是 说 , 若 fO € Vo 是 原始 信号 在 Vo 中 的 近似 , 则 
f=) Sct, G— k) = Scla — k), 
REZ v=1 kEZ 


特别 ， 有 
f(t) = Daeg (tej =), j=l, 2 (7.36) 
lEz 


其 中 ， Con 一 (ch, AETA ) 是 初始 输入 系数 向 量 . 
预 滤波 方法 有 很 多 ( 见 文 献 L[91])， 这 里 我 们 仅 讨论 两 种 典型 方法 . 
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1. 插值 预 滤波 
这 种 方法 保持 逼近 阶 , 但 不 能 保持 正 交 性 , 文献 L169] 有 比较 详细 的 论 
述 . 
对 于 给 定 的 多 小 波 系统 , AA pt) 的 支撑 性 , 所 以 (7. 36) 式 中 的 和 式 是 
有 限 项 . Ae 
— T 
a= (fe f(t) +E), 
WW (7. 36) 式 可 用 矩阵 表示 为 
6, 一 (ay Yeon > 


其 中 


a; = Dp;( 一 小 ， i197 一 12， 
lEz 
WMR Cay de EEE, 那么 co = (ay ) or 这 就 是 说 ,eos 的 每 一 个 分 量 
都 是 采样 值 的 线性 组 合 . RIE rX r RRR Cay zg) 为 长 度 等 于 1 的 预 滤波 器 . 
由 于 现 有 的 多 小 波 大 都 是 2 EW, 所 以 我 们 下 面 的 讨论 一 般 都 假定 r= 
2. 此 时 ， 如 果 

L f(m+k) 
Coe = OP f(m+k+3) ' 

ABA Po ,Pi ,…,Pi 就 是 长 度 为 L 十 1 的 预 滤波 器 . 
例 7.6 考虑 GHM 多 小 波 , 其 多 尺度 函数 oO = (¢,(0.@())', 其 中 

suppm = [0,1], suppg, = [0,2], 


m=0 


在 整数 和 半 整 数 点 的 非 零 函数 值 仅 有 
aG) 8, ee. aw ois 
此 时 , 由 (7. 36) 式 可 得 
f 8) = po Vc.) 一 V3c 1, 
f(k+y)= als Jee telz) telt Jó. Ai 
= 6, —B f+ D3, 
或 逆向 地 ， 有 
c 一 5(370O+107(4+ 计 上 片 37C+D)， 


a led, 


2 = 
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其 中 ,ca ,co 是 二 维 向 量 co, 的 两 个 分 量 . 因此 , GHM 多 小 波 的 预 滤 波 器 为 


nm | 
° gelo of’ 8v6lsv 0 

预 滤波 的 思想 是 改变 输入 信号 , 将 其 投影 到 多 小 波 子 空间 上 , 使 得 输入 
的 p <m, 其 中 mx 即 多 小 波 消失 矩 阶 数 ) 阶 多 项 式 转换 成 多 小 波 的 特征 信 
号 , 而 这 些 特 征 信号 经 过 多 小 波 分 解 后 , 保持 信号 的 低 通 和 高 通 特性 ,至少 
对 常数 序列 能 够 保持 1 阶 低 通 和 高 通 特 性 . 

例 7.7 续 上 例 . 对 于 GHM BANE, 当 输 入 信号 是 常数 a 时 , 经 过 预 滤 


波 器 的 处 理 后 ,得 
6 10 |= 1 pe 
a V3 a | 


8/2 0 


a 1 
Co = (Po +P) a = 3/6 


利用 多 小 波 分 解 公式 (7. 34)， 得 
工 


C-i = ya CHo + Hi +H + Hs )cn 
- 2, 3 HA) [fz ~ 1% 
5/3 2/2 1 a V3l a , 
da= Gi +6, +G; + Geo, 
-LY lle Go 
53l 0 ojla 9j 


可 见 , co 是 GHM 的 特征 信号 , 并 且 co 经 过 多 小 波 低 通 滤波 后 保持 不 变 ( 其 
实 也 可 以 相差 一 常数 因子 ), 而 经 过 多 小 波 高 通 滤 波 后 得 到 零 向 量 .这 就 说 
明 例 7. 6 所 构造 的 预 滤波 器 能 够 使 GHM 多 小 波 具 有 低 通 和 高 通 特 性 . 

2. Hardin-Roach 预 滤波 

这 种 预 滤波 可 以 同时 保持 正 交 性 和 逼近 阶 . 

现在 , 我 们 假设 预 处 理 是 线性 滤波 ， 即 


Ck = 0-6; 
LEZ 
或 
Cw) = Wwalw). (7. 37) 


如 果 Q(Cw) 是 一 个 仿 西 矩阵 , 那么 这 是 一 个 正 交 变换 . 
一 个 p 阶 拟 插 值 预 滤波 器 对 所 有 次 数 不 大 于 一 1 的 多 项 式 都 可 以 产生 
正确 的 展开 系数 . 对 于 信号 二， 点 抽样 具有 形式 
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a=) reme, (7. 38) 
其 中 


对 于 Cons 其 展开 式 为 
co => "ery, (7, 39) 


é=0 
这 里 , y 是 逼近 向 量 . 
把 式 (7. 38) 与 (7. 39) 代入 式 (7. 37), 得 到 OW) 满足 的 条 件 : 


Q(0)e) = Yo. (7. 40) 
IX AAD LAS AE CEH. 
Q(0)e; — iQ’ (Jen = yy. (7. 41) 


可 以 证 明 ( 兄 文献 [91]) : 只 要 Oo) 的 次 数 充 分 高 ， 预 滤波 器 的 逼近 阶 
就 能 达到 任意 高 . 
例 7.8 对 于 DGHM 多 尺度 函数 , 有 两 个 满足 方程 (7. 40) 并 保持 1 Be 
近 阶 的 精确 常数 矩阵 QQ， 即 
Le a ue ~~ 
V6(-14+V2 1442 V6li4+v2 —14 2) 
如 果 要 保持 2 MEEN, 那么 只 需 OW) 包含 三 个 系数 并 且 满 足 方 程 
(7. 41)， 此 时 有 6 个 解 , 详 见 文献 [91] 及 其 所 引 参 考 文献 . 
一 个 保持 p 阶 允 近 阶 的 预 滤波 器 把 任何 次 数 不 高 于 p 一 1 次 的 多 项 式 的 
点 抽样 转换 成 一 个 多 项 式 的 真正 展开 系数 ,这 个 多 项 式 与 转换 前 的 多 项 式 具 
有 相同 首 项 相同 次 数 但 不 一 定 是 同一 个 多 项 式 . 这 在 实际 应 用 中 足以 能 够 达 
到 很 好 的 结果 . 
当 p = 二 2 时 , 方程 (7.41) 可 由 下 式 取代 ,， 即 对 于 某 些 c, 有 
CCo)e — iQ (0)e = yi Fayos 
而 方程 (7. 40) 保持 不 变 . 
保持 逼近 阶 不 变 的 预 滤波 器 可 以 比拟 插值 预 滤波 器 的 长 度 更 短 . 


7.4.3 平衡 多 小 波 


实际 上 , 在 进行 多 小 波 变 换 之 前 预 处 理 过 程 也 是 可 以 避免 的 , 这 只 需 选 
取 平 衡 多 小 波 即 可 . 为 了 介绍 平衡 多 小 波 , 我 们 先 引进 两 个 重要 算 子 . 
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定义 7.11 对 于 r 重 紧 支 正 交 多 小 波 系统 (7. 5), 即 


N 
pt) = >) Hig (2t—k), 
k=0 


N l 
wit) = X Gio (2t — k), 
k=0 
构造 如 下 分 块 Toeplitz ER : 


H) H, M: H; 
L= H, H, H, H, ~ , 
Ho H, H, H; 


G G G G 
w= Co G G G&G … ， 
G G G G 


称 工 ,W 分 别 为 多 小 波 系统 (7. 42) 的 低 通 滤波 算 子 与 高 通 滤波 算 子 . 
定义 7.12 ， 称 正 交 多 小 波 系统 (7. 42) 是 p 阶 平衡 的 ， 如 果 低 通 滤 波 算 
FLT 保持 向 量 mm 与， BD 
4 p= 1f, L'u = u, HEP u = Cesl, 1, 1) 
X p> im, L'u, = 2u, (n= 1,2,1, p— 1), 其 中 
u, = Cre, (— 2)”, (— 1), 07,17, 2" 1T. 
对 于 一 阶 平衡 即 p = 1 的 情形 , 根据 正 交 性 条 件 (7. 13), (7. 16), 有 
(LT ,W") f | =I, i | (LT,WT) 一 工 (7. 43) 
Ww w 
这 等 价 于 
ULIww-=1, LL? =I, LW =0, WW =I. (7.44) 
因此 L u = u A Lug = wo 且 Wuo = 0. 这 就 是 说 , wo 在 工 的 作用 下 保持 
不 变 而 在 好 的 作用 下 被 滤 为 0. 
对 于 p 阶 平衡 的 情形 , 类 似 于 1 阶 情形 的 讨论 , 有 
ln, = 2"u,, Wu, =0, n=1,2,,p—1. (7. 45) 
这 说 明 , 具有 多 项 式 结构 (次 数 委 p 一 1) 的 输入 信号 在 工 的 作用 下 保持 不 变 
(至 多 相差 一 个 常数 ) 而 在 W 的 作用 下 被 滤 为 0. 
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N 
定理 7. 18 ”对 于 正 交 多 小 波 系统 (7. 42), 设 B(z) = Èn zt BL 分别 是 


相应 的 低 通 z 变换 与 滤波 算 子 ， 则 下 列 命题 相互 等 价 : 

(1) L'u, = uo， 即 多 小 波 系统 是 1 阶 平衡 的 ; 

(2) eB) =e, He,B(—1) =0, 其 中 e 二 (1,1,…,1) 是 分 量 全 
为 1 的 7 维 行 向 量 ; 

(3) $(0) =e); 


ri k 
(4) plz) = Zim, (e) FEA n =e, k= 1,2,7, 2r—1, E 
KO) = 2r, RE, m, C) 是 BC) 的 多 相位 分 量 ， 即 


mo Cz) 1 
mı (z) z! 
. = 2B(2") , . (7.46) 
m, (z) g oD 


证 ”采用 循环 证 明 : (> (2)>(3)}(4)> (1). 
OS XİL u = uy 的 两 边 取 转 置 , 得 WL = uj. 直接 相 乘 , 得 
e, (>) Hoi) =e, e, (>) Hy) = e,. 
REZ REL 
把 上 述 两 式 相 加 , 得 e,( >) H,) = 2e,, Bp 
kEZ 
e,B(1) = e,. 
两 式 相 减 , 1 e,(>)(—1D*H,)=0, 即 
REL 
eB(—1)=0. 
DSO) ”利用 正 交 性 条 件 (7.11), Rw = 0 8 ce BU)* =e, Bf 
Ble! =e}. 根据 定理 7.2 可 知 , $6(0) = el 
(334) ZA 
plz) = 26(0) TB(zr)(1 ,2 OT, 
所 以 (1) = 2900) HO) @(0) = 2r. 
k 
对 于 zx =e", Fk=2j)—-1, 其 中 jj 一 1,2,…,r, 则 zi = 二 一 1. 因此 
KZ) = 0; Rk = 2j, Hj = 1,2, r — l, 则 Zh = 1, 从 而 
r—l ry 
nly) =2 er = A Zh ) _ 
v=0 


一 1 
(4)>(1) 留 给 读者 作为 练习 . | 


0. 


1— z 
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例 7.9 BAT O1 正 交 多 小 波 , 即 Lebrun-Vetterli 正 交 多 小 波 ( 见 文献 
[97]). 

H, -gl tr, H, -2f ‘| H, er" |， 
0 2 一 V7 1 2 十 V7 0 

0 一 2 2 2 一 2 0 
6 = 4) 1 | c -+ | K ty 中 

容易 验证 , 这 是 一 个 具有 1 阶 平衡 阶 的 多 小 波 系统 . 

下 面 讨 论 如 何 把 一 个 已 经 存在 的 非 平衡 多 小 波 转化 为 平衡 多 小 波 . 我 们 
称 这 种 转化 过 程 为 多 小 波 的 平衡 处 理 . 

W(t), we) 是 > 重 正 交 对 称 非 平衡 多 小 波 系统 , Hw), Go) 是 相应 的 
两 尺度 符号 , + 

p =Ue®, wt) =Uw®, 
其 中 UU 是 一 个 r xr 西 阵 ( 实 数 情形 即 正 交 矩阵 ), 满足 
U'H(0)Ue! =e}. 
容易 证 明 : pO ,yi (2) 仍 是 正 交 对 称 多 小 波 系 统 , 且 是 1 阶 平衡 的 ， 即 
9 (0) =e]; 对 应 的 两 尺度 符号 为 
Hw) =UTH@U, Ew) = UTGCo)U， 

H Aw) 与 Hlo) 有 相同 的 正则 性 和 逼近 阶 . 

由 此 可 见 , 为 了 对 非 平 衡 多 小 波 进行 平衡 化 处 理 , 矩阵 已 起 着 关键 作用 . 
我 们 称 U 为 平衡 器 , 现在 的 问题 是 ， 如 何 确定 这 样 的 矩阵 呢 ? 

考虑 实数 情形 , Hr= 2, 则 多 尺度 函数 pg(D = (pl (t).—,())7 EB ph 


平衡 的 当 且 仅 当 o 在 点 OF MFO. BD 


[re (2) dt = {= (:— 5) 9 CD de. 


因此 , EXER U 可 由 下 面 的 矩阵 方程 确定 ( 见 文献 L211]): 
(1) 对 于 一 阶 平衡 情形 ， 有 


ae =], 
(7.47) 
Um, = ae}; 
(2) 对 于 二 阶 平衡 情形 , 有 
UUT =], 
a b (7. 48) 
UCm sm) = a b+ a ° 
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这 里 ， asb ALR, 且 a 关 90， 而 向 量 
m, = (Cpt): (Gast?))T, p=0,1. 


因为 
m, = D M| Pot- odt 
REL ~ 
bj J 
-ya > |? Pm, H 中 二 tip (t) dt 
1 b 
= 2A ? |M,m, , 
J=0 
其 中 , M, = 4 RH, 是 思 阶 离散 矩 ， 所 以 
REZ 
M = ’ 
| ome (7. 49) 
(2I—M,)m, = Mm. 


根据 定理 7. 4, 矩阵 Me 必 有 特征 值 1, BOM, 的 其 他 特征 值 的 模 均 小 于 
1, 所 以 2 一 Mo 是 非 奇异 矩阵 . 这 就 是 说 , 这 样 的 解 mo ,ma 一 定 存在 .如果 
EAR |m = 1, 那么 由 (7. 49) 式 即 可 递归 地 求 出 唯一 解 mo ,m1. 最 后 , 求 
解 矩 阵 方程 (7. 47) 或 (7. 48) 即 可 确定 正 交 平衡 器 U. 

例 7.10 对 于 GHM 多 小 波 , 直接 计算 可 得 

1|3 2¥2 113 0 
M-35 p 1 | M -5l 中 

根据 (7. 49) 式 , 解 得 


T T 
下 面 先 来 看 看 一 阶 平衡 情形 : Um, = ae}, 即 
AY Eh 
结合 矩阵 U 的 正 交 性 ,可 解 得 a =t—, UR 


5 
7 at 7 B afite H 
V3|—-14+/2 14 2 B| 1+vZ2 1/2) 
遗憾 的 是 , 方程 UUTI = 157.48) 无 解 , 这 就 是 说 GHM 多 小 波 不 存在 二 阶 
正 交 平衡 器 . 
顺便 指出 , 对 于 一 些 已 经 构造 出 来 的 多 小 波 , 例如 CL 多 小 波 等 , 不 仅 都 
是 非 平衡 的 ， 而 且 根 据 上 面 的 算法 往往 只 能 求 出 一 阶 正 交 平衡 器 ， 至 于 更 多 
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的 平衡 处 理 方法 详 见 文献 L91j 及 其 所 引 参 考 文献 . 

最 后 , 需要 特别 强调 的 是 , 与 单 小 波 情形 一 样 , 在 进行 多 小 波 变换 之 前 
边界 处 理 也 是 不 可 避免 的 (对 于 下 一 节 介 绍 的 区 间 多 小 波 例 外 ). 对 此 , 文献 
[91] 介绍 了 数据 延 拓 法 、 和 矩阵 计算 法 及 边界 函数 法 等 ,并 给 出 了 进一步 的 参 
考 文献 ， 


7.5 区 间 上 的 正 交 多 小 波 


WAIL, 我 们 所 讨论 的 尺度 顶 数 与 小 波 函 数 都 是 定义 在 整个 实 轴 上 . 
然而 , 在 许多 实际 应 用 中 , 例如 图 像 处 理 与 求解 带 有 边 值 条 件 的 微分 方程 
等 , 需要 考虑 的 函数 只 是 定义 在 有 限 区 间 上 ， 如果 仍 用 无 穷 区 间 上 的 小 波 处 
理 这 类 问题 ,那么 通常 的 做 法 是 将 有 限 区 间 上 的 数据 向 区 间 外 进行 延 拓 ,其 
结果 往往 会 产生 “边界 效应 ”， 并且 计算 效率 也 不 高 ， 这 就 给 小 波 的 应 用 带 来 
很 大 的 局 限 性 . 因此, 研究 有 限 区 间 上 的 小 波 具有 重要 意义 . 

在 这 一 节 , 我 们 介绍 区 间 [0,1] 上 的 正 交 多 小 波及 其 构造 方法 . 对 于 一 
般 有 限 区 间 [a,6j 只 需 经 过 简单 的 变换 即 可 化 为 [0,1j] 的 情形 . 下面 先 引 入 
L2[0,1] 的 ~ 重 多 分 辩 率 分 析 的 概念 . 

定义 7.13 [0,1] 中 的 闭 子 空间 列 {V;} 称 为 到 [0,1 的 一 个 > 重 正 交 
多 分 辩 率 分 析 ( 简 记 为 OMRA’), 如果 满足 以 下 条 件 ， 

(1) 单调 性 : V;CVin, VEZ; 

(2) EE: N W = {0}, UV; =L’[0,1]; 

GEZ JEZ 

(3) 伸缩 性 : Fo E Vj; SO JCO € Virus 

(4) 存在 > 个 函数 ol (1) gD sg, (2) » TEA RIK (9, t—-k), REZ, 
l<v<r} 构成 闭 子 空间 Vo 的 一 个 标准 正 交 基 . 

我 们 称 向 量 函 数 p(t) = Op AOp AT 是 OMRA" WEER 
度 函 数 或 向 量 尺度 函数 , 简称 为 多 尺度 函数 . 

对 于 每 一 个 vy 二 1,2,…,r, > 

GD = 2g (Qt—k), jok EZ, 
MoO, kE Z, laov<r} 构成 Vj 的 标准 正 交 基 ， 即 
V, = Panie G), REZ, 1<v<r}, jEZ 
BAW) AV; Vi EWER? I Va 二 Vj OW; BV; LW, 根据 
OMRA’ 的 单调 性 和 盟 近 性 可 知 , W; 」 Wi GAA), TES 
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2 = 7.50 
L’(0,1] KA Wj. (7.50) 


相应 地 ,存在 正 交 多 小 波 wt) = Oo OT, BY) 的 二 
进 伸缩 与 整数 平移 
di, (tt) = 22 y,(2it—k), REZ, 1<v<r 

构成 W; 的 标准 正 交 基 ,， 即 
Wi = spanly(,k EZ, 1<v<r}, jE" 
于 是 ， (PaO, jok © Z, 1v <r} 构成 L2[0,1] 的 一 个 标准 正 交 基 . 

下 面 介绍 区 间 [0,1] 上 多 项 式 多 小 波 的 构造 方法 . 

设 g C2) ,po (1),…,gr(z) 是 区 间 [0,1] 上 的 标准 正 交 多 项 式 ，deg mw = 
yv-ly= 1,2,7. EPO = App AT, Wen 
(Ej, CH ,gh Dog, DO)", Hay) =9@. BS 


I 


2 一 1 
V; = span{ D efor O |e € R), j& Zt. (7. 51) 
k=0 
可 以 证 明 下 述 定理 : 


定理 7.19 设 {Vj, j 0} 的 定义 如 (7.51) R, A 
(1) dimV; = Žr, j EZ; 
(2) {Vj 7 0} 构成 L2[0,1] 的 一 个 OMRAr. 
进一步 ， 令 W AV AV 中 的 正 交 补 空间 ， PPV =V;OW;, 
HV; |W;. $2, AdimW; = 27, j EZ, A 
L7[0,1] = V, @ Wj. (7. 52) 
j20 


下 面 , 我 们 给 出 相应 的 小 波 函 数 的 构造 方法 . 
对 于 一 1， 2，……7， 递归 地 定义 


_ r vl 
Y(t) = gig) — 2 Co Pu pu lt) 一 2 (Bho f(D, 
B= /一 
~ 《7. 53) 


plt) EKAS 1 一 1,2 v— l. 
lgl 


对 于 v = 1,2,¢**yr, 令 


Un) = 224,21 — k), 
容易 证 明 ， {gry G), k= 0,1，……2 — 1, y 一 1,2, ,r} HRW; 的 标准 正 交 
基 , 即 
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2i—] 


W, = span] 了 (t) |e, € R), j 之 0， (7.54) 
=0 


所 以 y = Co p Ct) seg, T 就 是 正 交 多 小 波 . 
令 Wik G) = CH (t) Pi, (t) s*es A (2)T ’ 而 Yoo 一 yw) 9 SUA a 
方程 (MRE) 


2k+1 
P (t) = YH eon 
t=2k 
2 (7.55) 
Wye (t) = D Grapjas 
i=2k 
其 中 H, = Che res G, = (gin exes k= 0,1, 而 
mn 《 m’ i >， 
| Pr PR mn<r, k= Ol. (7.56) 
Emn 一 (Ym » Pik?» 


对 于 区 间 上 的 正 交 多 小 波 , 也 有 相应 的 Mallat 分 解 与 重 构 算法 . 


定理 7.20 ”对 于 fC) E L2[0,1j, 定义 正 交 投影 算 子 Pi ,QiG S0) 如 下 : 


2i—1 
Pf = a CD in» 
(7.57) 
Qf = Sa dh Yj: ? 
则 可 得 到 如 下 分 解 公 式 : 
1 
Ci+1,2ktn? 
1 (7. 58) 
1 — 
一 Gc 
:一 万 2 C 六 1,2 大 Ha 
PEHAR 
A HT nCm F Gld ne (7.59) 
Chik 一 By k~2nl j oy k—2nd j 


最 后 , 我 们 给 出 一 个 构造 区 间 上 的 正 交 多 小 波 的 例子 . 
例 7.11 构造 一 个 r= 二 4 的 多 小 波 . 
利用 [一 1,1] 上 的 Legendre EWA, 我 们 可 以 得 到 [0,1j] 上 的 标准 正 交 
多 项 式 : 
g(t) = 1, 


g(t) = V3C21— 1), 
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pw =/5(6r? —6t+1), 


g(t) = V7 (2008 — 30 +12t— 1), 
其 图 像 如 图 7-1 所 示 . 


2 2 
1.8 1.5 
1.6 
14 1 
12 0.5 
1 0 
0.8 -0.5 
0.6 1 
0.2 ` 
0 0.10.20.30.40.50.60.70.809 1 0 0.10.20.30.40.50.60.70.809 1 
2.5 3 
2h 2 
1.5 
i 1 
0.5 0 
0 -1 
-0.5 
-1 -2 
-1.5 3 
0 0.10.20.30.40.50.60.70.809 | 0 0.10.20.30.40.50.60.70809 1 


7-1 ERB REBR gp (2) ,gy (1) ,内 (和 (人 


利用 式 (7. 53) 中 的 构造 方法 ， 可 得 相应 的 小 波 函 数 如 下 ， 


— 428 +700 一 204 十 1， 0<t<F, 
oD) 一 ] 
— 288 +702 一 — 200~ 23, $<t<1 


ABG —14#+1), 0<t<d, 
pCt) =< 


V3 (3022 — 46t+17), <t<l, 


1 
2 
[C3 = 1988 +28-—1), 0<t<F, 


p) = 
5603 __ 49,2 227 1 
v5( 3 420 +3142 — ), 7 Sil 
V7(1608 — 12022 +24t— 1), 0<t<d, 
yd) 一 4 
V7( 一 1608 + 36022 — 2641 +63), 4 <:<1, 


其 图 像 如 图 7-2 所 示 . 


区 间 上 的 正 交 多 小 波 


oo 


0 0.10.2 0.30.40.50.60.70.80.9 1 


b ® + oN w 


0 0.10.2 0.30.40.50.60.70.80.9 1 


图 7-2 
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0 0.10.20.30.40.50.60.70.80.9 1 


b P+ oN w 


0 0.10.20.30.40.50.60.7080.9 1 


正 交 多 小 波 h Og) (CO ogg (Oy D 


容易 看 出 ， 尺度 函数 Pı (1) , ps Ct) 是 对 称 的 ， p (t) ,pa (t) 是 反对 称 的 ; 
而 小 波 函 数 p (2). (2) EXTER, Og, 是 反对 称 的 . 对 应 MRE 式 


(7.55) 中 的 系数 矩阵 为 


H, = 


V2 

了 0 0 0 
6 V2 

4 4 0 0 

vD Z | 

0 8 8 0 
Vi4 V42 V70 2 
16 16 16 2 
f2 0 0 0 

2 

6 2 

4 4 0 0 

o 30 2 o 

8 8 

_VI4 S42 S70 V2 
16 16 16 2 
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Co = 


_3Y2 3v6 _7 V14 
16 
2 


8 
G = 


1. iz pı (t) sp Ct) 都 是 Hermite 三 次 样 条 ， supp ¢g; (t) = L0,2], 2 一 1,2, 
a ， 


p 0 雪上 一 1， 
g(t) = 
(2-2? -—(2-n)*, 1<t<2, 
pa oxt<]l, 
p) = 
3(2—1)? ~2022—-0)3, 1<t< 2. 
(1) 写 出 2 尺度 函数 (g1 (1) ,gs(t)) 的 矩阵 加 细 方 程 . 
2. XM. Myo) 是 否 为 正 交 多 小 波 ? HA, 则 阐述 理由 ; FS, WK 
Wet) 的 正 交 化 的 多 小 波 . 
3. 设 gl1) 与 wl) 分 别 是 例 7.1 中 的 正 交 多 尺度 函数 与 正 交 多 小 波 . 
(1) 求 whe) 的 矩阵 加 细 方 程 的 频 域 表示 式 . 
(2) 间 li) 是 否 为 MRE X(7. 6) 的 唯一 解 ? 为 什么 ? 
(3) HeD 是 否 为 MRE 式 (7. 6) WL? BER? 为 什么 ? 
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4. 设 {Vj}) 是 L2CR) 的 一 个 MRA, p) = lp Dpp, T E 
LORY 是 任意 向 量 函数 ， Om 是 g(t) 的 自 相 关 符 号 . 证明: pak), 
REZ, Kv Sr) 构成 子 空间 Vo 的 一 个 Riesz 基 当 且 仅 当 行 列 式 
det Ny lo) #0 (0<w<2n). 
5. 证 明 : p(D E LC(R)" 是 正 交 多 尺度 函数 当 且 仅 当 自 相 关 符号 Qo Cw) 
=I, r HATER). 
6. He) ELR 是正 交 多 尺度 函数 , 工 是 g(t) 的 两 尺度 矩阵 , 证明: 
LL" = 21. 
7. 证 明 : Felt) € L?(R)’ 是 MRE 式 (7.2) 的 紧 支 稳定 解 ,y(t) 是 相应 
的 多 小 波 , 证 明 下 列 命题 相互 等 价 : 
D w(t) AA mB RAB; 
(2) 任意 光滑 向 量 函 数 Fa CLR 都 可 用 g(r) 在 每 个 尺度 27 上 作 
Bik, HUM ZO”), 且 f(z) 的 小 波 系数 具有 衰减 阶 O(2 i”)， 即 
[Ere weed <cz™, 


8. 证 明定 理 7. 3 HGA). 

9. 证 明定 理 7.3 WDC). 

10. 推导 区 间 正 交 多 小 波 变 换 的 Mallat 快速 算法 (7. 58) 与 (7. 59) R. 

ll. ORAON AOK AOR AOE 是 例 7.11 中 的 4 尺度 函数 . 

(D 计算 MRE 式 (7.55) 中 的 所 有 矩阵 尺度 系数 H; Gr. 

(2) REDE yO 并 由 此 验证 例 7.11 中 加 (go),ga(t) ,g(t) HE 
确 性 . 

12. Zle (ps (wp CD)T € LRV 是 紧 支 正 交 多 尺度 函数 ， 令 

ge) = >) Dap (t— k), 


v=] kEZ 


其 中 Gk 为 实 常数 ， liver, kE Z. 对 于 国定 的 Vs {ayes k E€ Z} 的 序列 

Fourier 变换 为 A,(w) = Dap, 证 明 : {g(t—n),n€ Z} BUR 中 
REL . 

的 标准 正 交 系 当 且 仅 当 

> JA, w)? 一 1. 

=1 


v 


13. 证 明定 理 7.18 的 (4) 二 (1). 
14. 证 明 :y 重 正 交 多 小 波 系统 (7. 42) 是 一 阶 平衡 的 当 且 仅 当 相应 的 低 


N 
Ae RABO = Met 可 分 解 为 B(z) = LC) B (ZO), 其 中 
k=0 
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l 一 1 0 0 
0 1 一 | 2 ot 
Cz) = : 0 |， 
0 0 1 —1 
zl 0 . 0 1 


E BDP, =B, 这 里 二 (1,1,…,1)' 是 分 量 全 为 1 的 7 BPE. 
15. 设 多 小 波 系统 再 (w) ,Glw) 的 MCQEF wF: 


m= A) m=} | 

”4l1 -1s) ”200 ya) 
11vV2 v2 

m=}? | 

-了 7] -407 P. 

LN va) 2 0 一 1 
-47 A 

© 4 (Lys a) 


(1) 求 一 阶 正 交 平衡 器 UU. 

(2) it Hw) = UH UT, Glw) = UG(w)UT 是 平衡 多 小 波 系统 . 

16. 设 信号 f(1) ELR 的 支 集 supp f(t) = [0,1], 经 过 2 尺度 取样 
( 即 取 样 率 为 4)， 得 取样 值 为 一 1,4,2, 一 3. 请 以 GHM 小 波 为 例 ,， 完 成 预 处 
理 、 多 小 波 分 解 与 重 构 、 后 处 理 等 计算 过 程 . 

17. 设 ef) = (pl (oo (bp ADT E (RY 2XRASREB 
数 ， 下 Zo, 的 对 称 点 (1 <v<r), Hw 是 p(t) 的 矩阵 两 尺度 符号 .证 
H.: 

Hw) = DH (— oD! lw), 

其 中 , Dw) = diag(ț+ e?ne, tet e, eTe), 


第 八 章 ”小波 分 析 的 应 用 


小 波 变换 具有 良好 的 时 ( 空 ) 频 域 局 部 化 特性 , 为 处 理 非 平 稳 信号 提供 了 
有 效 的 数学 工具 ,因而 在 图 像 处 理 、 模式 识别 、 计算 机 视 党 、 故 障 诊断 、 流体 
力学 、 地 震 信号 分 析 、 数 据 压 缩 等 诸多 领域 具有 广泛 的 应 用 . 

本 章 主要 论述 连续 小 波 变换 的 应 用 , 信号 的 奇异 性 检测 ,信和 号 的 小 波 阐 
(HAM, Besov 空间 小 波 图 像 去 噪 以 及 小 波 图 像 压缩 等 内 容 . 


8.1 连续 小 波 变换 的 应 用 举例 


在 地 面 上 测 得 的 重力 异常 值 S/O 是 地 下 多 层 形状 不 同 的 界面 包围 的 不 
同 密度 的 物质 所 造成 的 , 设 第 n 层 物质 所 造成 的 重力 异常 值 为 fCt) (n= 1, 
2,.*,N) 9 则 


N 
f®=D5F,@. 
n=] 


现 希 望 从 地 面 获 取 的 信号 O 来 提取 出 SO. SR. 对 于 这 样 的 问题 ， 如 
果 没 有 其 他 的 条 件 , 那么 数学 上 是 无 法 解决 的 . 
根据 地 质 学 的 一 般 情况 , 在 浅 层 界面 的 O, 其 频谱 在 高 频 区 域 , 而 深 
层 界面 的 O 的 频谱 则 在 低频 区 域 . 我 们 现在 作 一 假定 ， 各 界面 的 频率 区 
BABB, RAE HR”, BD EE 
supp hh (w) = (asf); 


supp f Cw) = (az ,1 ), 


ere e eee eer eccencenevoseseaae 


(8. 1) 


supp În (w) = (an ,BN), 


<a <P ag Lh an < fy. (8. 2) 
由 于 小 波 变 换 在 时 频 域 的 局 部 性 , 可 以 用 来 进行 分 频 处 理 . 现在 仅 需 考 
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BEMI a> 0) 的 情况 , 这 时 小 波 变换 的 反 演 公式 为 
2 [ee [9 -— 1 
fa = él, W (a6) dup 二 da db, (8. 3) 
其 中 
Cy = {= lew È ko -du <+ 90, 
一 w l 
为 说 明 简 单 起 见 , 不 妨 假定 N = 2, 即 f(2) = 用 0) 十 f(z). 两 边 作 连 
续 小 波 变 换 , 得 
W (a,b) = Wy (a,b) + Wo (a,b). 


由 假设 ， 有 
supp Å (w) = lafi) 
supp Jz (w) = (az +fp)> 
A 


supp fı N supp f; = Ø 
如 果 存 在 常数 Ai, Bl, A < By, 使 得 当 a E LA B 时 , Wy, (a,b) =0; 当 
a €[A,,B,] Bt, Wy, (a,b) = 0, 那么 由 反 演 公式 (8. 3) 即 得 到 


2 [iw fto | 
A@ = en Wh (ab) Pao) -zda dh 


2 + fB; — 1 
E él) Wp Carb) gang CE Toda db 


=e (W, (a,b) +W; Ca,b)) dag) da db 
C; ood A fi , fa , a,b a 


2 (to (Bi — 1 
一 el), W (asb) Jap -zda db, 
即 只 要 已 知 WyCa,5b), 就 可 以 反 演出 万 (0. 

现在 的 问题 是 , 这 样 的 常数 Ai ,Bi 是 否 存在 ? 如 何 确 定 ? 


Hi APUNE PAR YC). 使 其 Fourier 变换 有 紧 支 集 ， 例如 取 


A 一 二 一 ， lw 一 1 二 工 ， 
— lal)? P 
pw) =e P (8. 4) 
0, 其 他 ， 
其 中 户 >0 是 待定 参数 ， 则 
^ 1 1 
£ = 1 一 一 ， — js . 
supp p(w) | 5 1+5] (8.5) 
H. 
“ ~fi/,;—1) 1 i 
supp ĝas) = [~-(1 rg (1+5) (8. 6) 


连续 小 波 变换 的 应 用 举例 E 


其 次 , 由 于 要 求 当 a E (A,B, ] 时 


Wy, (ab) = (fi gas? = EPa rfa? #05 
所 以 Fi (w) 的 支 集 与 daolo) 的 支 集 必 有 非 空 的 交集 ， 即 


amon [0 区 


4 (1+) ]¥o. 
因此 ， 应 有 
a (13)<8, 
3 (l+4)> a. 
由 此 得 


(一 oa <a< (i+ )+. 
于 是 , RRA, = (=5)g B, = (+4) 


， 则 
《 sab? FO, 
wa Ces) = 4 fitas 


4a € (A,B, ] 时 ， 


4 a ¢ LA, Bı] Ay. 
最 后 ， 考虑 如 何 选 择 参数 P» 使 a € [LA; »B, J 时 ， Wr (asb) = 0? 
由 于 Wr (a,b) 


9 


一 《fo sPa,b? = ER sdas) 所 以 应 有 


Lite a 4h) 
因此 , 当 a€ [A1,B1] 一 [ (1 一 方 ) 计 ， 


(8. 7) 


1 ++ 2 
(14+) = | 轩 , 若 再 附加 条 件 25 < 
— Pr» 就 能 使 Wj, (a,b) = 0， 即 需 同 时 满足 


“> (1-4) 和 < 一 6)， 
这 只 要 < ag (I> 


jp) pO 即 可 . 解 此 不 等 式 , 1B p > AEBS 
she. 在 已 知 supp f 


TAD 
= Cay B) supp fo = (as ,fp ) As <a 的 假定 
下 ， 就 可 以 由 f(z) 反 演 出 AO 


一 般 地 , WFO = AODHA ttOO, AATA, 


闻 理 五 只 要 取 
A, = ( pag B= (I+5)2 n= 1,2,.,N, 


以 及 
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b> po = max | 
就 可 由 f(t) RM Os fe Dees fy. 


an + Bri ， 
Qn — Br 


8.2 信号 的 奇异 性 检测 


信号 的 奇异 性 或 非 正则 结构 通常 包含 有 十 分 重要 的 信息 ,是 信和 号 的 重要 
号 中 的 突变 点 以 及 判定 奇异 性 . 


特征 之 一 . 例如 ,机械 故 障 、 电 力 系统 故障 、 脑 电 图 心电图 中 的 异常 、 地 下 目 
标的 位 置 及 形状 等 ,都 对 应 于 信号 的 突变 点 (信和 号 变化 急剧 之 处 )， BREN 
8.2.1 


发 生 的 物理 背景 不 同 , 但 作为 信号 来 看 , 都 属于 同一 个 问题 : 即 如 何 提取 信 
多 尺度 微分 算 子 


为 了 能 够 利用 小 波 变换 准确 检测 信和 号 奇异 点 的 位 置 , 我 们 自然 希望 小 波 
可 以 表示 成 一 个 多 尺度 微分 算 子 ， 即 


W (a,b) = a"( fx 

其 中 @) = —L(—+ 
marta 

种 多 尺度 微分 算 子 . 


函数 具有 较 小 支 集 或 快速 衰减 . 根据 第 4 章 定 理 4. 8 可 知 , 这 样 的 小 波 变换 


— „m d” x AL 
)@) =a" fx DO, | 
)， 而 6(z) 是 一 个 快速 衰减 函数 ， 下面 我 们 讨论 这 
为 确定 起 见 , 不 妨 取 C(t) 是 Gauss 函数 ， 即 
ot) = le, 
T 
则 9(z) 满足 以 下 两 个 条 件 


十 co 

[ova=1, lim ace) = 0. 
一 Co [é| 一 十 co 
YPO = 


可 见 , OOO 是 一 个 低 通 光滑 偶 对 称 函 数 . 令 


dat) _ 
dt 


1 
y? (t) — 


(8. 8) 
È 
VA 
T 
a) 1 
di2 


Tm te 
则 BP? (2) 是 一 个 局 部 奇 对 称 带 通 函 数 ,，y'?? (2) 是 一 个 局 部 偶 对 称 带 通 函 数 . 


(8, 9) 


(8. 10) 
容易 证 明 : PO O Ag Ct) 均 满 足 基本 小 波 的 可 允许 条 件 ， 所 以 g? (2) 和 
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Pb (2) SIRT RAPER ER. gb (2) 就 是 Marr 小 波 . 

我 们 知道 , 卷 积 是 一 个 磨 光 子 , 可 以 使 信号 变 得 更 光滑 ,因而 使 信号 的 
奇异 性 更 突出 . MHES AD 分 别 与 ?G2) yO O EER, 并 注意 到 SCO 
与 Ot) 的 卷 积 表示 式 ， 可 得 


fey? @ =[ po Oa) dr 


=A [T Ode = 有 E(x 0D), 
f x YD C1) =| fo Keu- 1) de 


-= 各/ FOKE Dr = Gp x0)). 
Xt FER PM gA), SAREAT a, 并 记 
ga) =+2(+), a>0. (8. 11) 


车 取 必 D ORPO O 为 基本 小 波 , 则 信和 号 SO 在 尺度 为 a, 位 移 为 :处 的 卷 
积 型 小 波 变换 为 


WP Cart) = fey = Oo (des 8.12 


WP (ast) = fx yO = 二 | 一 fey (二 zjdr 8.13) 
根据 必 2 (Do (2) 的 定义 ，(8. 12) 与 (8. 13) 式 也 可 分 别 表 示 为 
WP ad = f fa a) =a 和 Crxb(D)， (8. 14) 


d? 
WP (an = fx (a È fs) (4) = a? 4 GAO (8.15) 


de? 

这 就 是 说 , 对 信号 f(z) 用 wD O 和 g® O 作 小 波 变 换 , 可 以 分 别 看 做 
FO 在 尺度 < 下 经 光滑 函数 0(z) 作 磨 光 处 理 后 的 一 阶 导数 与 二 阶 导数 . 

作为 例子 , 考虑 具有 阶 跃 式 边 缘 和 脉冲 式 尖 峰 的 信号 f(z) , AY?) 和 
PP (2) 分 别 与 f(z) 作 小 波 变换 ， 如 图 8-1 所 示 . 可 以 看 出 , 小 波 变换 的 奇偶 
性 与 g? (2), g (2) 的 局 部 奇偶 性 恰好 相反 或 相同 , 并 且 信 和 号 的 局 部 突变 也 
对 应 着 小 波 变换 的 极 值 点 或 零点 . 

因此 , 多 尺度 微分 算 子 可 用 于 检测 信号 的 奇异 性 , 这 只 需 先 将 信号 Fi 
在 不 同 尺 度 上 用 一 个 光滑 函数 0(t) 进行 磨 光 处 理 ， 即 作 卷 积 /x 002), 然后 
再 对 /x OC) 的 一 阶 导数 或 二 阶 导数 (相当 于 f(z) 的 小 波 变换 ) 进行 分 析 以 检 
测 出 信号 f(z) 的 突变 位 置 . 


294 小 波 分 析 的 应 用 


阶 跃 函数 输入 脉 神 函数 输入 


L., A. 

w(t) Wat) Wat 

(9) t O t 0 t 
aD) WCa,t) Wat) 

t O, t 1 


图 8-1 LOO 对 局 部 奇 、 偶 函数 卷 积 的 影响 
8.2.2 小波 变换 的 模 极 大 值 


信号 经 过 小 波 变 换 后 , 对 应 于 突变 点 处 的 小 波 系 数 的 绝对 值 往往 都 是 比 
较 大 的 ， 所 以 信号 的 局 部 奇异 性 与 小 波 变换 的 模 极 大 值 具有 十 分 密切 的 联 
系 , 根据 小 波 变换 的 模 极 大 值 在 不 同 尺度 上 的 衰减 速度 可 以 检测 信和 号 的 局 部 
奇异 性 . 下 面 , 我们 用 一 个 典型 例子 来 说 明 这 一 方法 . 

设 信号 f(z) 在 时 刻 t = tot, RARER ARTE. 将 f(z) 分 别 与 8C2)， 


d ÉO 作 卷 积 ， 如 图 8-2 所 示 ， 可 以 看 出 ,信号 的 突变 点 与 小 波 变 换 模 


8-2 ”信号 突变 点 与 小 波 变 换 模 极 值 的 关系 
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IW? (a.o|G=1,2) 的 极 大 值 点 以 及 零点 之 间 具 有 如 下 关系 : 

(1) AF OC) 是 低 通 光滑 函数 ， 所 以 /x 9,(z) 将 信号 在 突变 点 处 部 分 高 
频 量 滤 去 ,因此 fx 9,(z) 在 信和 号 的 突变 点 处 比较 光滑 . 

(2) 由 于 #?G) 和 必 2 的 局 部 奇偶 性 , 将 它们 与 信号 (CO 作 卷 积 之 
H E S/O 的 突变 点 对 应 于 WP (at) 的 模 极 大 值 点 , MMF WwW? (a,z) 
的 零点 . 

(3) HA fx 6) 的 三 个 拐点 分 别 对 应 于 信和 号 f(z) 的 两 个 突变 点 上 一 
tot, 与 一 个 变化 平缓 的 点 t 二 ,而 对 应 于 fx 0,04) 的 二 阶 导 数 的 全 部 零 
点 . 但 应 注意 到 这 三 个 拐点 与 fx 6 0) 的 一 阶 导数 模 极 值 点 的 对 应 关系 ,有 既 
有 极 大 值 点 又 有 极 小 值 点 ,所 以 仅 由 fx 60?) 的 二 阶 导数 的 零点 并 不 能 准确 
检测 出 信号 的 突变 点 . 

综 上 所 述 , 若 取 光 滑 函 数 的 一 阶 导 数 作为 小 波 母 函 数 将 信号 作 小 波 变 
换 , 则 小 波 变换 的 模 极 大 值 点 对 应 于 信号 突变 点 的 位 置 . 

需要 指出 的 是 , 若 光 滑 函 数 4. 的 尺度 a 越 小 , 它 对 信和 号 的 光滑 化 区 间 
越 小 , 则 fx 6.00) 的 一 阶 导数 即 小 波 变换 WS? (a,t) 的 模 极 大 值 点 与 信号 突 
变 点 的 位 置 对 应 关系 越 准确 . 但 由 于 小 尺度 下 的 小 波 变换 系数 易 受 噪声 影 
响 ， 可 能 会 产生 伪 极 值 点 , 而 在 大 尺度 下 ,由 于 在 对 信号 进行 磨 光 处 理 的 同 
AY, RFS ST BCA, 故 极 值 相对 稳定 , 但 魔 光 处 理 也 导致 极 值 点 定 
位 相对 较 差 .因此 在 利用 小 波 变换 模 极 大 值 检 测 突变 点 时 , 需要 多 尺度 综合 
分 析 才 能 获得 最 佳 效果 . 关于 这 方面 的 进一步 论述 可 参见 文献 [103]. 


8.2.3 Lipschits 指数 


为 了 进一步 刻画 小 波 变换 模 极 大 值 与 信号 突变 点 的 关系 , 我 们 必须 对 信 
号 局 部 变化 的 程度 给 予 精确 的 量化 描述 . 正如 我 们 在 第 二 章 已 经 看 到 的 ， 
Lipschits 指数 既 可 以 度量 信号 在 区 间 上 的 一 致 正则 性 ， 也 可 以 度量 信和 号 在 某 
一 时 刻 的 点 态 正则 性 . 如 果 信号 f(z) 在 时 刻 如 具有 奇异 性 , 那么 .六 在 点 如 
是 不 可 微 的 , 因此 f(z) 在 点 如 处 的 Lipschits 指数 可 以 刻画 这 种 奇异 性 . 

f(t) 在 点 to 的 某 个 邻 域内 具有 直到 ”十 1 阶 的 导数 , 则 AO 在 加 处 
H n SF Taylor 公式 为 

n k) (to) 
! 


O=) 
izo R! 
= prlt,to) elt,to), 


(t—t))” + e(tsty) 


其 中 多 项 式 
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“fe ae 

pnlt, to) = fto) HF o) t — to) 十 … + — t)” 
称 为 f(t) 在 to 处 的 Taylor 多 项 式 . | ml CAB. Pears 
jal nth) 

Cn FDI pRa Ol. 


由 此 可 见 , 用 p, (toto) 逼近 f(z) 时 的 误差 el1,to) 具有 一 个 由 | 天 | BE BORE 
表示 的 上 界 . Lipschits 指数 则 是 把 这 个 上 界 推广 到 |h| 的 非 整 数 次 宕 的 情 
Æ. 有 些 文献 也 称 Lipschits 指数 为 H6lder 指数 . 

定义 8.1 RASO) 称 为 在 点 to 处 具有 点 态 Lipschits 指数 a > 0, WR 


FFEM > 0 Rn =la] KEHA p, (t,to), 使 得 
| f(t) — partt |< M|t—t)/%, VtER (8. 16) 
函数 CO) 称 为 在 区 间 [a,6] LRA — H Lipschits 指数 a, 如 果 存 在 M > 
0 使 得 (8. 16) 式 对 所 有 加 € [a b] 成 立 , 其 中 M 与 to 无关. 
MAIER to, 多 项 式 p, (ot) 是 唯一 确定 的 . 如果 SO ER 及 其 某 个 


PRE n =la] 阶 连续 可 微 的 , 那么 pr (t,to) 就 是 f(t) 在 点 6 处 的 Taylor 多 
项 式 . 

可 以 证 明 , 如 果 f(z) 在 点 6 的 某 邻 域内 具有 一 致 Lipschits 指数 a >n, 
那么 f(z) 在 该 邻 域内 是 n 阶 连续 可 微 的 . 因此 ， f(t) 的 Lipschits 指 数 a 越 大 ， 
其 光滑 性 越 好 ; a 越 小 其 奇异 性 越 大 . 

MRO<Sa<1, PA p(t.) = flo). KH, 定义 8.1 与 第 2 章 的 定义 
2. 8 和 定义 2.9 一 致 . 

例 8.1 设 Fo 是 如 图 8-3 (a) 所 示 的 斜坡 函数 ,显然 有 

| f() — ft0)|= OC|t—ty |), 
所 以 f(z2) 在 点 to 处 的 Lipschits 指数 a = 1. 
8.2 设 f(r) 是 如 图 8-3 (b) 所 示 的 阶 路 函数 ,因为 
IID 一 f(t.) | = BR = OClt—to |), 
所 以 f(t) 在 的 Lipschits 指数 为 a = 0. 
需要 指出 的 是 ，Lipschits 指数 还 可 推广 到 负数 情形 . 
例 8.3 设 fQ) 是 脉冲 函数 6(t 一 to), 如 图 8-3 (ec) 所 示 . 因为 8 的 原 函 


数 FC) = [oC — to) de 为 一 单位 阶 路 , 根据 例 8.2, FO) FE to 处 的 Lipschits 


指数 a = 0, 所 以 6 函数 在 to 处 的 Lipschits 指数 为 a 一 1 = 一 1. 
从 几何 上 看 ,上述 3 个 函数 在 突变 点 to 处 的 Lipschits 指数 的 关系 也 比较 


elt,to) = | f(t) — p, (tot |< 
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fy 


1 
[] 
1 


oO ty 四 
(a) 斜坡 函数 (b) 阶 跃 函数 
O01) 
0 | A t 
(c) 脉冲 函数 
图 8-3 ” 几 个 特殊 的 函数 


直观 . BERASE to 处 的 光滑 性 不 如 斜坡 函数 好 , HEHA AREA 处 的 
导数 为 阶 跃 函数 , 而 斜坡 函数 在 处 的 Lipschits 指数 为 a = 1， 所 以 阶 唉 函 
FATE to 的 Lipschits 指数 为 a = 0. 

脉冲 $ 函数 在 to 处 的 光滑 性 不 如 阶 唉 函数 ， 阶 牙 函 数 在 to 处 的 导数 为 6 
PRL, MEERE to 处 的 Lipschits 指数 为 a = 0, 所 以 6 函数 在 如 处 的 
Lipschits 指数 为 a =— 1. 

为 了 用 小 波 变 换 刻画 局 部 突变 信号 的 特征 , 小 波 函数 y(t) 应 具有 较 好 的 
局 部 性 或 快速 衰减 性 . 如 果 y(z) 在 区 间 ( 一 co, +00) 上 是 连续 可 微 的 , 那么 
b(t) 的 局 部 增长 或 1-> 土 ce 时 的 衰减 性 可 表示 为 

1 
AD = o( z): 
对 于 任 一 SO € C， 相 应 小 波 变换 系数 的 局 部 增长 与 衰减 性 表现 为 
[WG I=| Og dt = 0), 0<a<l. 

这 就 表明 了 小 波 变换 系数 模 极 值 的 一 个 重要 性 质 : 对 不 同 局 部 突变 的 信号 
SOEC, 0 委 a 委 1 小 波 变 换 模 极 大 值 随 尺度 的 变化 而 变化 . 

可 以 证 明 : 如 果 小 波 变 换 系数 在 区 间 [zi ,ts] 上 满足 

|W,Cast)|< Ka’, (8.17) 
也 就 是 
In|W,(a.t)|<InK+alna, 

其 中 , K>O 为 常数 , 那么 f(z) 在 区 间 [ ot. |] 上 具有 一 致 Lipschits a. 

对 于 二 进 小 波 变换 , a = 2， 则 有 
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log, |W, (2) ,1) |< log, K + ja. (8, 18) 

于 是 , 式 (8. 18) 揭示 了 Lipschits 指数 a 与 小 波 变 换 的 尺度 7 以 及 模 极 大 

值 之 间 的 变化 规律 当 a > 0 时 , 小 波 变换 模 极 大 值 随 尺度 ; 的 增 大 而 增 大 ; 

Ya <O], 小 波 变换 模 极 大 值 随 尺度 7 的 增 大 而 减 小 ; 当 a = 0 时 , 小 波 变 

” 换 模 极 大 值 不 随 尺 度 j 的 变化 而 变化 . 图 8-4 清楚 地 呈现 出 上 述 特 性 . 信和 号 

E t = 2 处 有 一 个 阶 跃 突变 (a = 0), Et = 3 处 有 一 个 脉冲 尖峰 (a <0), 而 
在 t= 二 1,4 处 则 有 a > 0 的 正则 性 . 


W x) 

O t 
We x(t) | a 人 

0 { 
Wx) 

op A A 


图 8-4 几 种 突变 信号 的 小 波 变 换 模 极 值 随 尺度 的 变化 


8.2.4 平滑 因子 


平滑 因子 是 反映 信号 边缘 特征 的 另 一 个 重要 参数 . 

在 各 种 工程 应 用 中 往往 会 遇 到 这 样 一 种 情形 ， 虽 然 信 号 在 某 处 变化 剧 
烈 ， 但 不 一 定 是 奇异 的 、 如 图 8-4 所 示 , 信号 Fi 在 点 上 一 1,4 的 一 个 邻 域内 
变化 比较 平缓 , 其 实 这 种 边缘 特征 可 以 被 看 做 一 个 典型 的 Lipschits 指数 为 a 
的 奇异 函数 (7) 与 一 个 方差 为 的 光滑 函数 g, (2) 进行 平滑 处 理 ( 即 作 卷 积 ) 
的 结果 , 其 中 o 的 大 小 反映 了 边缘 过 渡 的 快慢 ， 因 此 该 光滑 函数 的 方差 a? 就 
成 了 另 一 个 表征 函数 边缘 特性 的 参数 . 我 们 将 参数 或 者 o 称 为 平滑 因子 . 
下 面 将 讨论 如 何 度量 这 种 边缘 的 平滑 因子 以 及 相应 的 Lipschits 指数 a. 

为 确定 起 见 ， 取 Gauss 函数 作为 这 种 光滑 函数 g(x), M 
1 


no 


Ë 
e 26° , 


E(D = 
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信号 f(t) 是 将 h(i) 在 加 处 用 g (bo 进行 平滑 处 理 后 的 函数 ， 即 
fA) = hx g, (t), (8.19) 
其 中 , A(t) 在 to 处 具有 Lipschits 指数 a. 
若 取 小 波 函 数 为 另 一 个 光滑 函数 0(b 的 导数 , 则 由 (8. 14) 式 知 信和 号 fC) 
的 小 波 变换 可 表示 为 
Wart) =a (Sfx 0) = a Èh w gp) 0.) (0). (8.20) 


为 便于 讨论 , BRE O(t) 也 是 Gauss 函数 或 者 在 某 种 意义 下 接近 Gauss 函 
数 , 记 002) 与 g,(2) WERA g, (2)， 即 


gy (Ð = 0a * gE), (8. 21) 
可 以 证 明 , g, O 仍 是 一 个 方差 为 5 的 Gauss 函数 , H. 
so =Va* +o’. (8. 22) 
若 令 a 一 2, 则 式 (8. 20) 可 表示 为 
W (2! ,t) > 2 ETAO, = ZW, Cs ot). (8. 23) 
0 


根据 式 (8. 20) 和 (8. 23) 可 得 如 下 结论 : 一 个 在 to 处 具有 奇异 特性 的 信 
号 h(t) 在 尺度 so 下 的 小 波 变 换 ， 等 于 将 AC) 用 方差 为 的 Gauss 函数 进行 
平滑 后 的 信号 O = hx g(t) 在 尺度 2 下 的 小 波 变换 . 


定理 8.1 对 于 任意 尺度 s > 0， 如 果 存 在 常数 氏 二 0 使 得 请 ti) 的 小 波 变 换 
在 to RARR UG O 满足 
[WCs,t) | < Ks, 
RAB tC U(to,6) 时 (YOY) 的 小 波 变换 满足 
|W; lat) |S Kas’, (8. 24) 
其 中 ,so WAG. 22) 所 示 . 


证 ”因为 Fo = (hxg) G), 所 以 由 (8. 14) RA 


Wean = al (sx Bo [= al (cae gr» Fe) | 


= a ECCh * g,) * 0X] = a SE * gO] 


[eo] 


另 一 方面 ， 有 
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dé, dg. 
Wi (sot) = hx (2) = so| (hx a) @ |= so| (hx Ee) cw | 
所 以 WjCasD) = EW, Cot). 故 
20 


|W; Cat) | = 2] Wa Cso |< ŽK = Kas 1. | 
0 50 


因此 , 我 们 可 以 利用 式 (8. 24) 中 的 三 个 参数 KK,o,a 来 描述 小 波 变 换 模 极 
大 值 随 尺度 变化 的 定量 特征 , 并 根据 它们 的 变化 对 信和 号 的 边缘 进行 分 类 . 如 
果 将 信号 放大 4 信 ， 则 式 中 的 KK 变 为 MK ,而 ca 不 发 生变 化 . 如果 将 信号 进 
一 步 用 另 一 个 方差 为 of 的 高 斯 函数 进行 平滑 处 理 , Wo? ÆA e +o, M K, 
o 不 发 生变 化 . 可 见 , 这 三 个 参数 能 够 刻画 信号 在 to 处 的 不 同 特征 . 

下 面 我 们 讨论 如 何 由 小 波 变 换 的 模 极 大 值 来 计算 Lipschits 指数 a 和 平滑 
AF o. 

当 尺 度 * 和 时 间 上 连续 变化 时 ， 如 果 能 够 检测 出 所 有 尺度 、 时 间 上 的 模 极 
大 值 | Wj(s,)|, 那么 可 以 得 到 在 模 极 大 值 - 尺度 - 时 间 Cws-t) 空间 中 的 一 
张 曲 面 ， 如 图 8-5 所 示 ， 


8-5 小波 变换 曲面 


一 般 情况 下 , 根据 尺度 so 下 极 值 点 的 位 置 与 大 小 , 可 以 估计 这 些 极 值 点 
在 下 一 尺度 so 十 1 下 的 极 值 .具体 描述 如 下 : 

如 果 信 和 号 在 (to ,so) 处 有 一 个 较 大 的 模 极 大 值 , 而 信和 号 在 Cto ,so 十 1) 处 也 
有 一 个 模 极 大 值 , 则 可 以 判定 这 两 个 极 值 点 是 对 应 于 同一 突变 点 的 . 这 种 方 
法 虽然 不 够 精确 ,但 只 需 通 过 二 进 尺 度 上 的 小 波 变换 模 极 大 值 就 可 以 求 得 
Lipschits 指数 和 平滑 因子 c, 因而 大 大 减少 了 计算 量 . 其 具体 计算 方法 如 下 
所 述 : 

将 式 (8. 24) 两 边 同 时 平方 , 令 a = 2， 并 取 等 号 , 得 
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|W C2) 1 一 开 24753g (8. 25) 
对 于 尺度 7 = 1,2,3, 设 相 应 的 小 波 变换 模 极 大 值 分 别 为 w swsw, WH 
(8. 22) 与 (8. 25) 式 可 得 如 下 三 个 方程 : 
wi = KAUHA, 
| = KE +67), (8. 26) 
uy = KEE +67), 
联 立 上 述 三 式 ， 即 可 解 得 参数 K ,aya- 
如 果 计 算 结 果 不 够 稳健 , 那么 可 取 更 多 尺度 j= 二 1,2,…,n (n>3), Hit 
算 相 应 的 小 波 变换 模 极 大 值 wi ,zz ，…zos， 代 人 (8. 25) R, 再 用 非 线性 最 小 
二 乘法 求解 参数 K ,o,a. 
需要 指出 的 是 , 这 种 方法 对 于 具有 分 形 结 构 的 信号 是 无 效 的 , 关于 具有 
分 形 结构 信号 的 奇异 性 问题 的 讨论 可 参阅 文献 L103]. 


8.3 信号 的 小 波 阅 值 去 嗓 


信号 的 去 噪 又 称 信和 号 滤波 . 小 波 域 上 的 信号 去 噪 主要 可 分 为 Bayes 方法 
与 非 Bayes 方 法 , 其 中 非 Bayes 方 法 主要 有 3 种 : 即 Mallat 的 模 极 大 值 法 、Xu 
的 空域 相关 法 、Donoho AY) YK BYE CHL CARL 204],[220]). WFR, 建立 
FE— HE SE PF PB BCS E E BY) BS Sp HE WR Dy HK the, 5% BE ad SEE ( 见 文献 [64]， 
[100]). 

ASS EE PAR Ok BUS R aT A E (KK. 并 
针对 硬 阐 值 法 不 连续 和 软 阔 值 法 有 偏差 的 缺点 ,介绍 三 种 改进 方案 以 及 相应 
的 估计 模型 ,它们 都 能 够 在 不 同 程度 上 克服 软 阔 值 和 硬 冰 值 法 所 固有 的 局 限 
性 . 


8.3.1 ”估计 小 波 系 数 的 软 、 硬 阅 值 方法 


设 有 如 下 观测 信号 : 
f(t) = s(t) +n), (8, 27) 
其 中 , s(7) 为 原始 信号 , nD) 是 方差 为 d 的 高 斯 白 噪声 ,服从 正 态 分 布 
N(0, 叶 ). 直接 从 观测 信号 (CO) 中 把 有 用 信号 sO) 提取 出 来 是 十 分 困难 的 ， 
必须 借助 于 其 他 变换 方法 . 小 波 变换 理论 为 信号 的 去 噪 提供 了 强 有 力 的 工 
R, 克服 了 传统 方法 处 理 非 平 稳 信 号 时 存在 的 局 限 性 . 
小 波 变换 具有 能 量 集中 特性 . 观测 信和 号 f(z) 经 小 波 变 换 后 ， 噪 声 成 分 
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n(t) 的 能 量 主要 集中 在 高 频 部 分 且 比 较 均 匀 地 分 布 在 个 数 较 多 但 幅 值 较 小 的 
小 波 系数 上 ， 而 原始 信号 O 的 能 量 则 集中 分 布 在 少数 几 个 幅 值 较 大 的 小 波 
系数 上 . 这 就 是 说 , 信号 的 小 波 系数 值 必然 大 于 噪声 的 小 波 系数 值 ， 因 此 在 
小 波 变换 域 能 够 实现 信和 号 与 噪声 的 有 效 分 离 . 

对 于 一 维 信号 f(z) 来 说 , 我 们 首先 对 其 进行 离散 采样 , 得 到 NN 点 离散 信 
号 f(n), 7 二 0,1,…,N 一 1, 其 小 波 变换 系数 为 


W,G.k) = 2 fon —&k). (8. 28) 


在 实际 应 用 中 , 直接 利用 式 (8. 28) 计算 是 比较 繁琐 的 ， 况且 f(t) 一 般 都 没有 
解析 表达 式 , 因此 要 借助 于 双 尺 度 方程 ,从 而 得 到 小 波 变换 的 递归 实现 方 
法 : 
SjCG+1,k) = S Gk) * hj,k), (8.29) - 
WGL) = Sk) x gj,k), (8, 30) 
其 中 ， h 和 g 分 别 是 对 应 于 尺度 函数 gp(z) AVE RR OD) 的 低 通 和 高 通 滤波 
器 ， Sj(0,k) 为 原始 信号 f(b), SGA) 为 尺度 上 的 逼近 系数 , WG H 
小 波 系数 . 相应 地 , 小波 变换 重 构 公式 为 
SG — 1k) =S Gk) hG, AY HW Gk) * BGA). 8.31) 
为 了 方便 起 见 , DRAW Gk) MICA w, 对 观测 信号 f(&) = sk) 
Hna) 作 离 散 小 波 变换 之 后 ,由 小 波 变换 的 线性 性 质 可 知 ， 分 解 得 到 的 小 波 
系数 忆 ;,; 仍然 由 两 部 分 组 成 : 一 部 分 是 *(&) 对 应 的 小 波 系 数 W,(j ,如 ， 记 为 
ujas BRE nk) 对 应 的 小 波 系 数 WW, Gk), BE vja 则 
Wik = Uje F Uje 
小 波 阔 值 去 噪 的 基本 步骤 是 ; 
(1) 先 对 含 噪 信号 fe) 作 离 散 小 波 变换 , 得 到 一 组 小 波 系数 w; 43 
(2) 再 对 wi, HTM, 确定 小 波 系数 的 估计 值 Oa 使 得 
| Dj 人 | 达到 最 小 ; 
(3) AAO), 进行 小 波 重 构 , 得 到 估计 信号 fe), MARRS 
号 . 
下 面 主要 讨论 如 何 进行 小 波 系数 估计 . 
Donoho 提出 了 一 种 非常 简洁 的 估计 小 波 系数 wj,s 的 方法 ,对 /(k) 连续 
做 几 次 小 波 分 解 之 后 ,由 空间 分 布 不 均匀 信和 号 s) 所 对 应 的 各 尺度 上 小 波 系 
数 wj,; 在 某 些 特定 的 位 置 有 较 大 的 值 , 这 些 点 对 应 于 原始 信号 sCk) 的 奇 变 位 
置 和 重要 信息 ， 而 其 他 大 部 分 位 置 的 wi,; 值 都 较 小 ; 对 于 白 噪声 nCk), EM 
对 应 的 小 波 系数 wj,; 在 每 一 尺度 上 的 分 布 是 均匀 的 , 并 随 着 尺度 的 增加 ， 
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w;. 系数 的 幅 值 有 所 减 小 . 因此 , 通常 的 去 噪 办 法 是 寻找 一 合适 的 实数 4 作 
WEHE, 把 小 于 4 的 小 波 系 数 w;,; (主要 由 了 噪声 nC(&) 引起 ) 设 为 0, 而 对 大 于 
和 的 wj.,( 主 要 由 信和 号 s 引起 ), 则 予以 保留 或 进行 收缩 ,从 而 得 到 小 波 系 
BRAVA... 它 可 理解 为 基本 上 是 由 信号 s0) 引起 的 . 然后 根据 辫 ;,s 进 
行 重 构 , 得 到 原始 信号 sk) HBG fA). 

阅 值 4 的 选取 , 应 使 得 刚好 大 于 噪声 的 最 大 幅 值 . Donoho 给 出 的 阐 值 
BA=o6/2MN, 这 是 因为 可 以 证 明 : 噪声 系数 的 最 大 幅 值 以 较 大 的 概率 小 
FA= o/2InN, Bp 


. {, olnInN _ 
lim P(A InN < oh 1 Iual Kaj 
估计 小 波 系数 的 方法 有 两 种 : 


D 硬 阅 值 估 计 法 ,其 定义 为 


Wik’ lwj, |>A, 
ayy =| ve ve (8, 32) 
0, [wl <A. 
(2) 软 阅 值 估计 法 ,其 定义 为 
~ sgn(w,,) ° Clw | A); | we | Seas 
Wik = (8. 33) 
0, [wj | <A. 


图 8-6 说 明了 这 两 种 方法 的 区 别 . 这 两 种 方法 尽管 都 在 实际 中 得 到 广泛 
应 用 , 也 取得 了 较 好 的 效果 , 但 方法 本 身 具 有 潜在 的 缺点 . 对 于 硬 阐 值 法 ， 
H F&a 在 士 4 处 是 不 连续 的 , MAAA n 得 到 的 重 构 信 号 可 能 会 产生 一 
些 振荡 ; 而 对 于 软 阔 值 法 ,估计 值 ©), 虽然 整体 连续 性 好 , 但 是 当 | wj, | > 
AR, ju Sw, 总 存在 恒定 的 偏差 , 直接 影响 着 重 构 信号 与 真实 信号 的 晕 
近 程 度 . 因此 , 这 又 在 一 定 程度 上 给 硬 阐 值 和 软 阐 值 方 法 的 应 用 带 来 了 局 限 . 


(a) REBATE (b) BB Ta 
图 8-6 fit RRO. BATE 
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8.3.2 小 波 系数 估计 的 几 种 改进 模型 


在 以 上 基于 小 波 阔 值 的 去 噪 方法 中 , 步骤 (1) 和 (3) 分 别 是 小 波 分 解 与 
重 构 过 程 , 已 有 现成 的 算法 ,因此 , 该 方法 的 核心 是 步骤 (2)， 即 小 波 系数 的 
估计 或 称 阔 值 处 理 . 不 同 的 小 波 系数 估计 模型 ， 对 应 于 不 同 的 小 波 阔 值 去 噪 
方法 . 因此 , 为 了 克服 上 述 软 阔 值 和 硬 闭 值 去 噪 方法 的 缺点 ， 只 需 改 进 小 波 
系数 的 估计 模型 即 可 . ` 

1. 多 项 式 插值 法 

由 于 硬 阔 值 估计 在 》 点 处 不 连续 ,而 软 阔 值 估计 在 wa 较 大 时 总 有 一 定 
的 偏差 ,因此 去 噪 效果 不 是 很 理想 . 为 了 同时 避免 这 两 个 缺点 ,可 以 通过 多 
项 式 插值 来 实现 ， 其 模型 为 


Wks [wal >t, 
Wp = sgn(wy;,,)PC| zi I, Ax | wep <t, (8, 34) 
0, [wal <à, 


其 中 ，P(z) 为 插值 多 项 式 . 通常 P(z) 可 取 二 次 或 三 次 多 项 式 . 它们 的 插值 
条 件 分 别 为 


po =t 和 o? 
， P(t) =t, 
Pt)=1 ; , 
P) =l. 
通过 简单 的 推导 即 可 得 到 二 次 播 值 多 项 式 为 
Pla) =e lar A HAHA], AKIK (8.35) 
三 次 插值 多 项 式 为 
= —— Í 3 _ 2 2 2 
PQ) = — oat tr 2 +a Ha 


+A +a +r 227], A<x<t (8, 36) 

显然 , AA Se A HE IR RATE O 在 整个 定义 域内 都 是 
连续 的 , FAB Pc) 为 三 次 多 项 式 ， 则 密 i 在 整个 定义 域内 都 是 可 导 的 , A 
而 易于 处 理 , 克服 了 硬 阐 值 方 法 的 不 连续 性 ; 当 | we), >t, TE 
ths 也 弥补 了 软 冰 值 方法 的 不 足 . 图 8-7 给 出 了 小 波 系数 阔 值 估计 的 多 项 式 
插值 模型 . 

2. 软 、 硬 阅 值 折 中 法 

小 波 系 数 估 计 的 软 、 硬 阐 值 折 中 法 模型 定义 为 
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(a) 二 次 插值 


(b) 三 次 插值 


图 8-7 ”估计 小 波 系 数 的 多 项 式 插值 立 值 方法 


A sgn(w;,,) (| wj, |— ad) > lwia l SBA, 
Wik = 0 
> 


(8. 37) 
| wj, <a, 


HPO<a<l. ald, 4a PHROMLN, ERR RK 
估计 方法 .对 于 一 般 的 0 过 a 过 1 来 讲 , 该 方法 估计 出 来 的 数据 十 ;,; 的 大 小 介 


FREE. BREA, 故 称 之 为 
ik. GMB Pik. 该 模型 如 图 8-8 所 
不 . 

软 、 硬 阔 值 折 中 法 的 思路 很 简单 ， 
也 很 通俗 ,但 去 品 效 果 很 好 . 仔细 分 析 
可 以 发 现 , h FHA- Wa fh 
计 出 来 的 i,k 其 绝对 值 总 比 Wee 要 
INA Cw, SAND, 因此 要 设法 减 小 此 
偏差 ; 但 若 把 这 种 偏差 减 小 为 0 CE 
值 情况 ) 也 未 必 是 最 好 的 , 因为 wj,; 本 
身 就 是 由 j,k Flv; 2 组 成 的 , 它 可 能 由 


图 8-8 ”小 波 系 数 估计 的 软 、 
BET PT 


F v;a 的 影响 而 使 | Wj,k [>| Uj,k | (对 于 大 多 数 的 ww;,; 来 讲 ) ， 而 我 们 的 目的 
是 使 Oua || 最小, AS |, | RTF | wj, |—aA | ej | 之 间 
可 能 会 使 估计 出 来 的 小 波 系数 ©, 更 加 接近 于 wj,s. 正 是 基于 这 一 思想 ， 
值 估计 模型 (8. 37) 中 加 入 了 a 因子 , 在 0 与 1 之 间 适 当 调整 的 大 小 , 可 以 获 


得 更 好 的 去 品 效 果 . 
3. 模 平方 处 理 方法 


先 考虑 wa > 0 的 情形 , 然后 再 推广 到 wi, <0 的 情形 . 
在 软 阀 值 估计 方法 中 ， 当 wa > ORY. RE. 33) 等 价 于 
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Da = (8. 38) 


MRE H 看 成 一 个 整体 , 则 式 (8. 38) 的 实际 含义 为 : HTH > 1 at, wyja 


被 认为 主要 是 由 信号 所 对 应 的 小 波 系 数 , 予以 保留 ; BW, wi, 被 认为 主要 
是 由 噪声 引起 的 , 应 当 去 除 . 该 模型 昌 然 与 软 阔 值 模型 是 完全 等 价 的 ,但 我 
们 可 以 从 中 得 到 一 些 启示 . 比如 , 我 们 可 以 取 


2 
a (=) ~1, wits, 
A A 


Üj a (8. 39) 
0, Wik <] 
A . 


即 先 对 进行 平方 处 理 , 使 得 每 一 个 系数 与 1 的 偏离 程度 增 大 , 这 样 可 以 


促进 信 品 分 离 ; 然后 ， 再 对 其 作 软 闭 值 处 理 ; 最 后 ,开平 方 得 到 Aa 
以 上 讨论 的 是 ww;,s > 0 时 的 情形 . 对 于 一 般 情况 , 有 
D., = pasov esot a [wel Zà, 
人 0, [wr | < 
容易 验证 , 当 |wj,i | 之 4A 时, 有 
[wi I-A SV wje — A? 
< | wal. (8. 41) 
由 此 可 知 , 用 模 平 方 处 理 法 估计 出 来 的 
小 波 系数 Oa 的 大 小 也 是 介 于 软 、 硬 
阔 值 方法 之 间 的 . 24 | wel SA 时， 
Úa 为 非 线 性 函数 , 且 当 | we; , | 不 断 增 


图 8 9 信 计 小 波 系数 的 模 K, Dja 越 来 越 接近 于 wao WA 
平方 处 理 阔 值 方法 8-9 所 示 . 


(8, 40) 


8.3.3 试验 结果 和 模型 评价 

文献 [220」 利用 软 阔 值 和 硬 阀 值 去 噪 方法 以 及 三 种 改进 模型 分 别 对 一 段 
含 噪 信号 进行 去 噪 试验 ,对 于 软 、 硬 阔 值 折 中 法 , 取 a = 0. 5. 在 进行 小 波 分 
解 时 , 最 大 分 解 尺度 J BON 3, 在 每 一 尺度 上 取 不 同 的 阐 值 4, 即 
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其 中 , o 为 噪声 的 方差 ，N 为 离散 采样 信号 的 长 度 , ; 为 尺度 参数 . Donoho 
给 出 的 阔 值 为 1 一 cv2in 六 它 在 不 同 尺度 ;上 是 固定 的 , 而 本 书 试验 中 则 取 
为 可 变 的 . 现在 对 一 段 信 了 噪 比 (SNR) 为 8. 226 270 的 含 噪 信和 号 分 别 利 用 以 上 5 
种 方法 进行 去 品 , 然后 比较 计算 结果 . K 8-1 为 各 种 方法 去 噪 之 后 恢复 信和 号 
WIRI (SNR) 和 相对 均 方 误差 (RMSE) 的 比较 . 由 表 8-1 可 以 看 出 , 软 、 
硬 冰 值 折 中 法 和 模 平方 处 理 方法 都 明显 比 单一 的 软 阔 值 和 硬 阔 值 方法 去 噪 效 
果 好 ， 而 多 项 式 插值 方法 与 软 阔 值 方法 相当 , 也 比 硬 阔 值 方法 好 ， 从 而 验证 
了 三 种 改进 方法 的 有 效 性 . 


表 8-1 各 阐 值 去 噪 方法 的 信 了 噪 比 (SNR) 和 相对 均 方 误差 (RMSE) 比较 之 一 


三 次 多 项 | KR. BM 
式 插值 法 | 值 折 中 法 | “处理 法 


15. 276 322; 14. 331 342 | 15. 152 992|15.288 729 | 15. 582 417 | 15. 367 344 
0. 172 260| 0.192 058| 0.174 723] 0.172014) 0.166 295| 0. 170 464 


估计 方法 | 软 阔 值 法 | 硬 阐 值 法 


SNR 


FF A; 的 选取 比较 灵活 ， 且 有 可 能 影响 到 各 个 方法 的 性 能 ,因此 , 本 书 
另外 又 试 了 一 组 阅 值 ,得 到 了 如 表 8-2 所 示 的 结果 . 


表 8-2 SBA HA RR (SNR) 和 相对 均 方 误差 (RMSE) 比较 之 二 


模 平方 
式 插值 法 | 式 插值 法 | 值 折 中 法 | ”处 理 法 
15. 279 865 | 15. 736 609 | 15, 768 925] 15. 694 912 | 16. 310 060| 15. 629 050 
0.172 190| 0.163 369| 0. 162 762| 0.164 155] 0.152 932| 0. 165 405 


估计 方法 | KREA 


SNR 


由 表 8-2 可 以 看 出 , 软 、 硬 阐 值 折 中 法 的 去 噪 效果 最 好 ,多 项 式 插值 方 
法 、 模 平方 处 理 方法 跟 硬 阐 值 方法 基本 相当 , 但 明显 优 于 单一 的 软 阔 值 去 噪 
方法 . 

需要 指出 的 是 , 这 里 4j 的 选取 并 不 是 最 优 的 , OUR A; 选取 恰当 , 则 改进 
模型 更 能 体现 出 优越 性 . 另外 , 对 于 不 同 的 ,5 种 方法 的 比较 结果 可 能 会 
一 些 差 异 . 但 试验 表明 , 一 般 来 讲 , 单一 的 软 阐 值 和 硬 闹 值 方法 稳定 性 较 差 ， 
XY A; 的 依赖 性 较 强 , MEI TAERA 软 阐 值 和 硬 阐 值 方法 中 至 少 有 一 个 
效果 不 太 好 ; 而 模 平 方 处 理 方法 和 多 项 式 插值 方法 则 与 软 阐 值 和 硬 阐 值 方法 
中 较 好 的 一 个 相当 , 且 较 稳定 ; 对 于 软 、 REBUT PIG. 则 不 管 A 如 何 选 择 ， 
它 总 是 明显 优 于 单一 的 软 闵 值 和 硬 闹 值 方法 . 
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另外 , 为 了 说 明 软 、 硬 阔 值 折 中 法 的 优越 性 , 文献 [220] 还 对 一 段 含 噪 的 
Heavisine 信和 号 进行 了 去 噪 试验 . 图 8-10 为 原始 Heavisine 信 号, A 8-11 为 原 
始 信号 中 混 有 高 斯 白 噪声 之 后 的 信号 , 图 8-12 为 利用 软 、 硬 阔 值 折 中 法 去 噪 
之 后 所 得 的 重 构 信 号 . 可 以 看 出 , 改进 的 阀 值 去 噪 方法 的 确 能 够 取得 非常 好 
的 去 品 效 果 , 所 得 重 构 信 号 的 信 了 品 比 增益 比 传统 的 去 曲 方 法 有 了 明显 的 提高 . 


0 500 1000 1500 2000 2500 


K 8-10 ”原始 Heavisine 信息 


0 500 1000 1500 2000 2500 
Al 8-11 含 品 的 Heavisine 信号 


O 500 1000 1500 2000 2500 
图 8-12 ” 消 噪 之 后 所 得 重 构 信 号 
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8.4 Besov 空间 小 波 图 像 去 嗓 


在 图 像 去 噪 中 , 不 仅 要 考虑 重建 图 像 与 原始 图 像 的 接近 程度 , 而 且 还 要 
考虑 图 像 的 光滑 程度 , 这 就 需要 在 两 者 之 间作 一 个 权衡 ,以 此 来 确定 目标 函 
BL. 自从 Besov 空 间 被 引入 到 非 线性 逼近 领域 以 来 , Besov 空 间 的 一 些 良 好 的 
性 质 逐 渐 在 图 像 处 理 中 得 到 应 用 , DeVore 等 人 成 功 地 建立 了 Besov 空 间 图 像 
去 噪 模型 ， 并 取得 了 很 好 的 效果 ( 见 文献 [26]). 


8. 4. 1 Besov 空间 的 概念 


Besov 空间 是 Besov F 20 世纪 50 年 代 末 引入 的 函数 空间 ,和 红 在 度量 光滑 
性 与 非常 宽泛 意义 下 的 可 积 性 . Besov 空 间 涵 盖 了 Halder 空 间 、Sobolev 空间 
等 经 典 的 光滑 函数 空间 . 

定义 8.2 REL, 0< po. EPBF Ar) 定义 如 下 : 


人 = f(x), 
(8. 42) 
APCs) =A fst th) Aar), r=0,1,2,.. 
可 以 证 明 : Vr 一 0,1,2……， 有 

A= Cp lret, (8. 43) 

k=0 
r — r! y Axles ~» 
3 |") = aior 进一步 , DGD) 上 的 光 清 模 定义 为 
w, Cft) p = sup IAK f> +) |p. (8. 44) 


定义 8.3 SEL, MD, B€a>0,0< pq Lo, 选择 整数 r, 使 
#8 r—l<a<r, 定义 上 的 Besov 半 范 数 为 


1 
十 co 一 
[P(e Po, EY, 0<a<0e, 
| flea cm = (8. 45) 
sup{f%w,( ft) 5}>5 9 一 co. 
t>0 ` 


如 果 了 的 Besov 半 范 数 有 限 , 那么 称 f 局 于 Besov 空间 Bs (L,(Q)). 
函数 f 的 Besov 范 数 定义 为 
| flea = Ifl eaa + Ilo- (8. 46) 
对 于 Besov 空间 BI(L,(D), a 为 光滑 阶 ，9 为 第 二 个 光滑 指数 , 在 a,p 
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给 定时 , 可 对 光滑 空间 进行 精细 的 刻画 . 特别 地 ， 有 
d) BY CL. (2)) 就 是 Holder 空间 C(A); 
(2) Bs(L (0)) 等 价 于 Sobolev 空间 S? = H); 


(3) ME p= T <E +L, A BLO C L. 
Besov 空间 更 适合 图 像 去 噪 ,而 且 Besov 范 数 可 以 表示 成 关于 小 波 系数 
的 等 价 范 数 形式 , 便于 实际 处 理 . 


8.4.2 Besov 空间 图 像 去 噪 模型 


在 不 考虑 光滑 程度 时 ，Donoho 和 Johnstone 建立 的 小 波 阔 值 去 品 法 ,能 
得 到 原始 信号 的 近似 最 优 估计 . 但 在 实际 应 用 中 ， 人 们 对 图 像 光 滑 程度 的 要 
求 不 同 . 因此 我 们 在 去 噪 时 既 要 兼顾 到 去 噪 后 图 像 和 原始 图 像 尽 量 接近 , 还 
要 满足 所 需 的 光滑 度 . 于 是 有 下 面 的 模型 : 

给 定 观 测 图 像 即 含有 噪声 的 图 像 o 通过 对 /的 分 析 , 找 出 原始 图 像 的 
最 好 估计 广 显然 , 广 应 该 最 接近 噪声 图 像 并 且 满足 一 定 的 光滑 程度 . 相应 的 
数学 模型 为 : 给 定 函数 S R 了 使 得 

rg) =If-elx +alely (8. 47) 
最 小 , 其 中 | .| x 为 距离 度量 ， 而 |-ly 用 来 度量 光滑 程度 , 参数 4 为 平衡 因 
F. 

用 小 波 处 理 时 ， 要 求 信 号 在 L(A) 中 ， 函数 g 自然 也 应 当 属 于 上 , (0)， 
由 (8. 47) 式 知 g 还 应 当 满 足 一 定 的 光滑 度 , 所 以 我 们 用 Besov 空间 中 的 范 数 
度量 , Bp 

g © BKL 0)) A L. (8. 48) 

对 于 定义 在 TI= [0,1] X (0,1) 上 的 灰 度 图 像 f, RIA X =L), 并 
用 Besov 半 范 数 来 度量 光滑 性 , 即 取 Y = B3(L,(D). 为 方便 起 见 , 我 们 令 
B3, (D = Bs (Ls (D). 因此 , 在 Besov 空间 B5,, (DD) 中 ,目标 函数 (8. 47) 式 
变 为 

rg) = If~ glo talgl|p ,op. (8. 49) 

当然 对 于 光滑 程度 的 度量 , 还 有 Sobolev 空间 和 有 界 变 差 函数 空间 

BV(1) 等 .DeVore 在 文献 [56] 中 详细 阐述 了 它们 之 间 的 关系 ,并 证 明了 如 
下 的 范 数 等 价 关 系 : 


1 
jul ,on (D>) at AP? | Cu, gn)?)?, (8. 50) 
jeg 


其 中 , PHBE CD 上 的 正 交 小 波 , MB >o. 这 里 , ABO) 是 指 存在 常 
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BC, AMC, 使 得 对 所 有 的 f 有 
CAN SBA SQAQ. 
需要 指出 的 是 , BRC, AC, 依赖 于 参数 a Mp, KIEA NAE. 
对 于 模型 (8. 50) 的 进一步 分 析 与 讨论 , 请 参考 文献 [64],[100j. 


8.5 小 波 图 像 压缩 


图 像 压缩 是 一 种 图 像 数据 的 编码 技术 ,其 目标 是 通过 利用 图 像 数据 之 间 
的 元 余 性 来 达到 减少 存 贮 空间 、 提 高 传输 效率 的 目的 . 事实 上 , 数据 量 不 等 
于 信息 量 , 任何 一 幅 图 像 都 存在 着 大 量 的 元 余数 据 ， 图 像 压缩 就 是 采用 各 种 
技术 来 减少 这 些 元 余 量 ， 从 而 达到 以 尽 可 能 少 的 代码 (符号 ) 来 表示 尽 可 能 多 
的 信息 , 同时 , 利用 人 眼 视 党 系统 的 生理 和 心理 特性 以 及 图 像 信 源 的 各 种 特 
性 来 获得 较 高 的 压缩 比 . 


8.5.1 图 像 编码 概述 


图 像 是 一 种 二 维 连续 函数 , 即 它 的 亮度 是 其 位 置 的 连续 函数 . 为 了 能 在 
计算 机 上 进行 数据 处 理 , 首先 要 在 空间 上 和 亮度 上 对 图 像 进行 数字 化 . 在 空 
间 位 置 上 的 数字 化 ， 称 为 图 像 的 采样 ; 而 亮度 上 的 数字 化 则 是 将 采样 得 到 的 
图 像 亮度 离散 为 整数 值 ， 此 过 程 称 为 量化 . 一 幅 数字 图 像 就 是 经 过 采样 和 量 
化 后 的 图 像 数 据 ， 从 数学 上 可 以 看 做 一 个 阶 数 较 高 的 矩阵 ,其 中 的 元 素 就 是 
像素 值 . 

图 像 的 相 邻 像素 之 间 、 相 邻 行 之 间或 者 相 邻 帧 之 间 都 存在 较 强 的 相关 
性 , 也 就 是 图 像 信号 存在 诸如 空间 宛 余 、 时 间 宛 余 、 结 构 元 余 、 视 党 元 余 和 
知识 元 余 等 ,利用 某 种 编码 方法 在 一 定 程 度 上 消除 这 些 相关 特性 或 元 余 , 可 
以 实现 图 像 数据 的 压缩 编码 . 若 压 缩编 码 过 程 是 尽量 将 无 用 的 元 余 信 息 去 
除 , 恢复 的 图 像 与 原始 图 像 完 全 一 样 , 则 此 过 程 属 无 失真 编码 ; 若 压 缩编 码 
是 结合 人 眼 的 视觉 特性 ,允许 恢复 的 图 像 ( 也 称 重建 图 像 ) 有 一 定 的 失真 , 并 
且 这 种 失真 难以 被 人 眼 所 觉察 或 者 在 人 的 视觉 可 接受 的 范围 内 , 则 该 过 程 属 
于 失真 编码 . 

评价 一 种 编码 方法 的 压缩 效果 , 一 般 要 从 一 些 主观 与 客观 标准 来 衡量 其 
性 能 ， 即 算法 的 压缩 比 、 压 缩 后 图 像 恢 复 的 质量 、 压 缩 与 解压 缩 的 速度 (时 
ED 以 及 软 硬 件 开销 等 . 在 实际 应 用 中 ， 人 们 常常 采用 混合 编码 方案 以 同时 
兼顾 性 能 和 经 济 这 两 个 因素 . 由 于 主观 评价 恢复 图 像 的 质量 比较 复杂 和 困 
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ME, Ale, EKA RP. Ae AIE fA pe (Peak Signal to Noise 
Ratio, PSNR) 作为 评估 恢复 图 像 质量 的 主要 尺度 . 

设 原 始 图 像 的 大 小 为 N XN, 点 (&,7) 处 的 像素 值 为 f(8,j), 而 重建 图 
像 在 点 (k,j) 处 的 像素 值 为 fki), ksj 二 1,2,…, N, 则 峰值 信 品 比 PSNR 
定义 为 

PSNR = 10 lg Re (单位 : dB), 


其 中 ,MSE 表示 均 方 误差 (Mean Squared Error，MSE) ， 其 定义 为 
N-1N-1 
MSE = 55 2 > lk, j) — Fp). 
图 像 压 缩 包 括 编 码 与 解码 两 个 过 程 一 般 编 码 过 程 的 流程 图 如 图 8-13 
所 示 ， 大 致 可 分 为 三 个 阶段 : 


_ 图 像 采 样 [E] 变换 系数 Fasa 号 流 了 比特 流 


图 8-13 ”图像 编码 的 流程 图 


1. 图 像 变 换 

图 像 变 换 也 就 是 图 像 分 解 , 其 目的 就 是 将 相关 性 强 的 图 像 数 据 变 换 成 相 
关 性 弱 的 数据 ， 即 变换 后 数据 的 能 量 尽 可 能 集中 在 少数 系数 上 . 图 像 变换 一 
般 是 线性 变换 (如 KL 变换 、Fourier 变换 、DCT 变换 、 小 波 变换 等 )， 其 道 变 
换 一 定 存 在 , 以 便于 图 像 重 构 . 

2. 量化 

变换 后 数据 的 量化 包括 两 种 量化 方法 : 标量 量化 和 矢量 量化 . 标量 量化 
是 对 单个 像素 进行 量化 , 而 矢量 量化 是 对 一 组 像素 进行 量化 ， 由 于 量化 改变 
数据 值 , 将 损失 一 些 信息 ,使 得 恢复 图 像 与 原始 图 像 之 间 产生 了 误差 . 

3， 编 码 

量化 后 的 数据 经 过 无 损 编码 (如 Huffman 编码 、 算 术 编 码 、 游 程 编码 等 ) 
可 以 进一步 压缩 . 无 损 编码 的 基本 思想 是 : 依据 代表 数据 的 符号 出 现 的 概率 
大 小 重新 分 配 码 字 ， 即 概率 大 的 符号 用 低 比 特 码 字 , 概率 小 的 符号 用 高 比特 
WF. 
8.5.2 图 像 数据 的 小 波 变换 


对 于 一 幅 六 X 六 图 像 ,一 般 是 先 按 行 作 六 个 长 度 为 N 的 一 维 数 据 的 小 波 
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变换 , 将 图 像 分 解 成 两 部 分 :左边 是 大 小 为 N x x 的 低频 子 图 像 ， 右 边 是 大 


小 为 NX 他 的 高 频 子 图 像 ， 然 后 把 每 个 子 图 像 再 按 列 作 令 个 长 度 为 N 的 一 
维 数据 的 小 波 变换 ， 于 是 原始 图 像 被 分 解 成 4 个 子 图 像 

LL,, HL,, LH;, HH}, 
如 图 8-14 所 示 . 


图 8-14 图 像 数据 的 小 波 变换 


在 上 述 分 解 的 基础 上 , 再 对 全 X 人 的 低频 子 图 像 LL 进行 第 二 级 小 波 变 


换 , 同样 得 到 4 AFER: LLa, HL, ,LHs,HHs， 如 此 重复 次 ,就 得 到 

3J +1 个 不 同 尺度 的 子 图 像 ， 
LL,,HL,,LH,;,HH,,HL,,,LH;_;,HH)4,°,HL,,LH,,HHj. 

图 8-15 与 图 8-16 分 别 给 出 了 J 本 二 3 时 的 小 波 子 图 像 的 关系 与 图 像 的 塔 式 分 

解 ( 树 状 ) 结构 示意 图 . 


8. 5.3 ”嵌入 式 小 波 零 树 压缩 


tA AEE (Embedded Zerotrees of Wavelet, EZW) 压缩 方法 是 由 
Shapiro 于 1993 年 提出 的 ( 见 文献 [L130]), 其 关键 步骤 大 致 可 归纳 为 

(1) 图 像 的 有 效 ( 或 称 重要 的 ) 小 波 系数 的 位 置 与 符号 的 优先 传递 ; 

(2) 利用 不 同 尺 度 之 间 的 小 波 变换 的 自 相 似 性 对 无 效 ( 亦 称 不 重要 的 ) 
小 波 系数 的 位 置 进行 紧凑 编码 ; 

(3) 有 效 小 波 系数 幅 值 的 连续 通 近 . 

我 们 知道 ,一 幅 图 像 经 过 小 波 分 解 即 进行 离散 小 波 变换 后 ， 被 分 成 了 若 
干 个 级 , 例如 , 分 成 了 了 级 . 对 于 同一 级 图 像 ， 低 频 子 图 像 LL ; 最 重要 , 其 次 
是 HL, 5LH,, A HH; 不 重要 . 对 于 不 同 级 来 说 , 级 高 者 重要 , 级 低 者 不 
重要 . 所 以 , 子 图 像 按 其 重要 性 总 体 的 排序 为 

LLy,HLasLHy, HH; ,HL;a LH HH ;sy HL, LH, HH, 

如 图 8-15, Hep J = 3. 
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图 8-15 3 级 子 图 像 数据 示意 图 


回忆 实数 的 二 进 制 表示 . 众所周知 , 任何 一 个 实数 都 能 用 一 串 二 进 制 数 
表示 出 来 , 这 种 表示 右边 的 数 (位 ) BS, 表示 的 就 越 精确 , 这 就 相当 于 给 实 
数 “ 编 码 ”， 而 这 种 “编码 ”可 以 在 任何 时 刻 结束 ,并 在 此 精度 上 , 提供 该 实数 
“最 好 ”的 表示 . 

图 像 (或 数据 ) 的 嵌入 式 编码 实质 上 与 实数 的 二 进 制 编码 类 似 , 它 是 一 个 
二 进 制 的 判断 , 它 以 “ 零 ” 或 “全 灰 ” 图 像 区 分 出 一 个 图 像 . 嵌入 式 编码 把 一 幅 
图 像 变 成 一 个 比特 流 , 与 实数 的 二 进 制 表示 类 似 , 这些 比特 是 按 其 重要 性 进 
行 排序 的 . 这 样 ， 艇 人 式 编码 者 可 以 在 任何 时 刻 结束 并 且 提 供 图 像 的 “最 好 ” 
表示 . 

BARRAU TE.: 

(1) 离散 小 波 变换 提供 了 图 像 的 一 个 紧凑 的 多 分 辨 率 描述 . 

(2) 零 树 编码 提供 了 “重要 图 ”的 一 个 紧凑 的 多 分 辩 率 表示 ， 这 种 “重要 
图 ”是 指出 了 重要 系数 位 置 的 二 进 制图 . 在 各 个 层次 上 , 零 树 成 功 地 预测 了 
非 重 要 系数 ， 从 而 有 效 描述 为 指数 生长 树 的 部 分 . 

(3) 逐次 逼近 提供 了 重要 系数 紧凑 的 多 重 精密 的 表示 , ERARA 
得 到 简化 . 

(4) 优先 协议 , 由 系数 的 重要 性 排序 . 

O 合适 的 多 水 平 (层次 ) 算术 编码 , 它 为 符号 串 的 粹 编码 提供 了 快速 
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有 效 的 算法 ， 而 并 不 要 求 训练 或 预选 存储 的 表格 . 
O 当 达 到 一 个 大 的 比特 率 或 失真 目标 时 , 算法 可 继续 运行 或 停止 . 对 
于 给 定 的 比特 率 , 方法 可 精确 达到 . 


8.5.4 小波 系数 零 树 编码 


现在 , 考虑 一 个 典型 的 变换 编码 系统 , 用 以 阐明 给 重要 图 编码 的 重要 性 . 
一 个 典型 的 低 比特 图 像 编码 有 三 个 基本 部 分 : 变换 、 量 化 与 编码 ， 如 图 
8-13. 首先 ,原始 图 像 的 采样 数据 通过 某 种 变换 产生 一 组 变换 系数 . 当然 ， 
变换 应 该 认为 是 无 损 的 , 尽管 在 实际 计算 中 这 一 说 法 不 够 确切 . 然后 ， 变 换 
系数 被 量化 产生 符号 流 , 符号 流 中 的 每 一 个 符号 对 应 特殊 量化 箱 中 的 一 个 指 
bs. 应 当 注 意 到 , 实际 上 所 有 的 信息 损失 都 发 生 在 量化 阶段 . 数据 压缩 阶段 
处 理 符号 流 则 尽 可 能 无 损 地 描述 数据 流 . 再 后 , 米 编 码 取出 有 效 的 字符 串 ， 
即 对 字符 串 作 有 效 的 无 损失 表示 . 最 后 , 输出 编码 后 的 比特 流 . 
我 们 的 目的 是 , 量化 变换 系数 使 得 到 的 箱 指 标的 分 布 粹 ， 能 小 到 使 字符 
在 一 个 低 比 特 率 (例如 每 像素 0. 5 比特 ) 上 被 炉 编 码 , 使 用 一 个 简单 的 模型 ， 
假定 得 到 的 符号 是 独立 的 , WARS HO H 能 表示 为 
H =— plogp — (1— p)log, — p) + —p)+Anz), (8.51) 
其 中 , p 是 变换 系数 量化 为 零 的 概率 , Hu 是 量化 为 非 零 的 系数 绝对 值 的 条 
A. 式 (8. 51) sry Pa os eB a, 第 三 项 表示 非 零 值 
的 分 布 的 条 件 炉 与 字符 为 非 零 值 的 概率 立 乘 积 . 因此 , 对 实际 字符 进行 编码 
的 真正 代价 应 为 
总 代价 = 重要 图 的 代价 十 非 零 值 的 代价 . (8. 52) 
返回 到 模型 中 , 假定 目标 是 H = 0.5, 则 小 波 系数 被 量化 为 零 值 的 概率 最 小 
多 少 ? 如 果 使 用 3 水 平 量化 器 , 则 Hnz = 0, 得 到 
Pant Hnz = 0; H = 0.5} = 0. 916. (8. 53) 
这 表明 ， 系数 的 91. 6% 必须 量化 为 零 ， 并 且 给 重要 图 编码 的 比特 占 83%. 另 
一 更 典型 的 例子 是 有 HNz = 4 的 情形 , 这 时 
Pmn {Hwz = 4, H = 0.5} = 0. 954. (8. 54) 
这 时 ,字符 被 量化 为 零 值 的 概率 必定 增加 ,而 重要 图 编码 的 代价 是 总 代价 的 54%. 
下 面 再 来 看 看 使 用 小 波 系数 零 树 的 重要 图 的 压缩 . 为 了 改善 小 波 系 数 重 
要 图 的 压缩 ， 定 义 一 个 零 树 的 数据 结构 . 
一 个 小 波 系数 ,对 于 一 个 给 定 的 阔 值 了 , 如 果 |z|< 人 工 , 则 称 小 波 系数 
工 是 不 重要 的 . 如 果 一 个 小 波 系 数 在 一 个 粗 的 尺度 上 关于 给 定 的 阔 值 T 是 不 
重要 的 , 并 且 在 较 细 尺度 上 的 相同 子 带 中 的 所 有 小 波 系 数 也 关于 阅 值 本 是 不 
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BEN, 则 称 这 些小 波 系数 形成 了 一 棵 零 树 . 这 时 , 在 粗 的 尺度 上 的 那个 小 
波 系数 称 为 母体 , CEE, 在 较 细 尺度 上 相应 位 置 的 小 波 系数 称 为 后 代 ， 
母体 与 后 代 的 关系 如 图 8-16 所 示 , 图 中 箭头 从 母体 子 带 指向 后 代 子 带 . 可 以 
看 到 , HH; 中 的 一 个 小 波 系数 所 描述 的 一 棵 小 波 零 树 .当然 ,小 波 系数 的 数 
据 流 如 图 8-17 排序 . 


8-16 ”小 波 子 图 像 的 树 状 结构 


图 8-17 子 图 像 及 小 波 系数 的 扫描 顺序 
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如 果 一 个 小 波 系数 关于 阅 值 工 是 不 重要 的 , 但 它 的 后 代 中 存在 关于 阅 值 
开 是 重要 的 ,， 则 称 这 个 系数 是 孤立 的 零 . 由 上 面 的 定义 与 分 析 可 以 看 到 , 所 
有 的 小 波 系数 只 是 下 述 三 种 情形 之 一 : @ FRR., @ 孤立 零 ，@ 重要 系数 . 
当然 , 为 了 编码 的 需要 可 把 重要 系数 分 为 © 正 重 要 系数 @ 负重 要 系数 . 这 
时 的 4 个 特殊 符号 用 两 个 比特 即 可 表示 , 例如 : 

ZTR( 零 树 根 ) = 00， IZ( 孤 立 零 ) = 01， 
POS( 正 重要 系数 ) = 10， NEG( 负 重要 系数 ) = 11. 

对 于 一 幅 图 像 的 数据 流 ,， 图 8-18 给 出 了 其 重要 图 的 一 个 系数 编码 的 流程 图 . 


输入 小 波 系 数 


是 否 零 树 的 


子 代 系 数 ? 


ERY 


POS NEG IZ ZTR 


A8-18 重要 图 系数 编码 流程 图 
8.5.5 逐次 逼近 量化 


为 了 完成 戏 人 式 编 码 ， 我 们 使 用 逐次 逼近 量化 (Successive Approxima- 
tion Quantization, SAQ). 逐次 通 近 量化 是 逐次 使 用 阔 值 序列 Ty Tits 
Ty 以 决定 重要 系数 ,其 中 阔 值 序列 的 选取 满足 Ti; =, TOME To 
的 选择 应 使 得 对 于 所 有 系数 zi， 都 有 |zi|< 27To, 为 了 计算 方便 , 一般 取 

T, = M2F, (8. 55) 
其 中 , 已 是 整数 ，M 是 固定 常数 . 

在 第 0 步 , 由 于 满足 |x; |< To 的 系数 xz; 是 不 重要 的 , 则 出 现在 编码 中 ， 
它 是 孤立 的 零 或 某 一 零 树 的 母体 或 后 代 , 它 的 值 就 化 为 数 零 ， 而 在 原 数 据 图 
中 的 剩余 值 rj 是 zi 本 身 . 对 于 满足 | Tj | = To 的 重要 系数 Xj» 4 Tj >On, 
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它 的 编码 是 POS, 这 时 a; 相当 于 用 To 十 也 = M2E- 代 蔡 ,在 编码 后 , 原 数 
据 图 上 的 剩余 值 为 ”一 2, 一 3M2E-: ， 它 满足 关系 
|z; —3M2F1\< D, (8. 56) 


对 于 zi 过 0 的 重要 系数 , 类 似 地 用 NEG 编码 , 这 时 相当 于 用 一 3M2- 代 
替 , 同样 ,编码 后 在 原 数 据 图 上 的 剩余 值 为 m = zj 十 3M251, 它 也 满足 
(8.56) 式 . 经 过 这 样 的 编码 后 ， 图像 分 解 后 得 到 的 数据 图 (数据 矩阵 》， 就 等 
于 第 0 步 编码 恢复 后 的 数据 图 与 第 0 步 剩余 数据 图 之 和 . 对 于 用 POS 与 NEG 
编码 后 的 重要 系数 , 经 过 第 0 步 编码 , 在 剩余 图 中 原 x; 位 置 上 的 ~; 满足 关系 


T 
IIs STD. (8. 57) 


所 以 , 在 第 1 步 对 剩余 图 编码 时 , 虽然 大 多 数 系数 是 不 重要 的 , 但 还 是 有 一 
些 是 重要 系数 , 还 要 用 POS 或 NEG 编码 . 为 了 解决 以 上 问题 , 在 第 0 步 , 对 
正 的 重要 系数 用 码 POY 及 POSL, 4 x; <3M2"" BY, 用 POS0 代替 x;, 这 时 


z; 相当 于 用 To +2 -i 一 5M22 (Rak, TE x; > 3M2F 1 时 , JH POS] 代替 


万， 这 时 相当 于 用 To +72 + 22 = TME R, SR BRIAR rj ME 
In < = T. (8. 58) 


对 于 负 的 重要 系数 , 可 类 似 地 用 NEGO 5 NEG] 进行 编码 ， 编 码 后 的 剩余 r 
仍 满足 式 (8. 58). 这 样 , 在 第 0 步 的 重要 系数 , 经 编码 后 , 剩余 数据 图 上 的 对 
应 系数 ,在 第 1 步 编码 时 ， 对 应 的 系数 一 定 是 不 重要 的 . 

所 谓 第 & 步 编码 , 就 是 在 第 & 一 1 步 剩 余 图 上 进行 上 述 编码 , 这 时 剩余 图 
上 的 zi 满足 

|æ; |< 2T}. (8. 59) 

与 第 0 步 类似 可 进行 第 & 步 编码 . 到 第 N 一 1 步 时 , 若 剩 余 图 中 所 有 元 素 都 可 
看 做 零 就 结束 ,这 就 是 逐次 逼近 量化 . 在 恢复 时 ,由 第 0 步 开 始 逐 次 进行 解 
码 . 当然 , 对 于 这 样 的 编码 表 , 按照 实际 需要 可 在 任何 一 处 结束 . 


8.5.6 ”一 个 数值 算 例 


考虑 一 个 简单 的 8 X 8 图 像 的 3 尺度 小 波 变 换 ， 分 解 后 的 图 像 数 据 在 图 
8-19 中 给 出 . 由 于 最 大 的 系数 是 63, 可 选 Ty = 32, 表 8-3 给 出 了 第 0 步 编码 
处 理 过 程 . 
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15 14] 3 一 12 


一 9 一 71 一 14 8 


图 8-19 8X8 图 像 的 3 级 小 波 分 解 后 的 图 像 数据 


表 8-3 Mi T = 32 时 的 编码 过 程 


oO o OO OO OO Oo NO 


(7) LH, 47 


S 
CO 
心 
Co 


oOo o 


下 面 是 对 表 8-3 的 注释 . 
(1) 系数 63 大 于 阔 值 32, 使 用 符号 POS 代 痊 , 它 表示 [L32,64j 的 中 间 值 48. 
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(2) 系数 一 31 KFA 32 是 不 重要 的 , 而 子 频带 LH, 中 有 它 的 子女 
47， 所 以 这 是 一 个 孤立 的 零 . 

(3) 系数 23 FRA 32, 并 且 在 子 频带 中 的 对 应 系数 3, 一 12, 一 14,8 
是 不 重要 的 , ALL, 中 的 相应 系数 也 全 是 不 重要 的 , 所 以 用 零 树 符号 ZTR 

这 个 系数 . 

(4) 系数 10 小 于 32, 它 的 子女 都 小 于 32,， 所 以 是 零 树 ，10 是 零 树 根 . 

(5) 系数 14 关 于 32 是 不 重要 的 , 它 的 后 代 是 一 1,47, 一 3,2. 由 于 47 大 
于 32, 所 以 用 符号 IZ 标记 . 

(6) 符号 Z( 零 ), 只 在 HL LH, HH, 中 标记 , 也 可 写 为 这 或 ZTR， 
因为 它 没有 后 代 . 

(7) 系数 47 关于 32 是 重要 的 , 用 POS 标记 , 代表 的 值 是 48. 

为 了 使 POS 与 NEG 的 标记 更 好 一 些 , 对 这 几 个 重要 系数 还 可 用 POSO, 
POS1,NEGO,NEG1 标记 ， 如 表 8-4. 


表 8-4 重要 系数 实用 标记 


De 


3 一 12 


一 9 —7|~14 8 


图 8-20 第 0 步 后 的 数据 剩余 值 图 
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第 1 WBA T = 16 的 编码 如 表 8-5 所 示 . 


表 8-5 WE T= 16 时 的 编码 过 程 
HL, 一 31 NEG1 一 28 
HH, 23 POSO 20 
LH, 15 ZTR 0 
LH, 14 ZTR 0 
LH, 一 9 ZTR 0 
LH; 一 ?7 ZTR 0 
HH, 3 ZTR 0 
HH, 一 12 ZTR 0 
HH, 一 14 ZTR 0 
HH, 8 ZTR 0: 


上 述 例子 只 是 对 小 波 系数 零 树 压缩 方法 过 程 的 解释 , BERB, 还 要 
使 用 一 些 技巧 ( 见 文 献 L[126],[127])， 以 达到 提高 压缩 比 的 月 的 . 

在 表 8-6 中 给 出 了 对 512X512 Lena 图 像 的 压缩 情况 , R 为 每 像素 所 使 用 
的 比特 数 . 


表 8-6 512 X 512 Lena 图 像 零 树 压缩 情况 

R 压缩 比 PSNR 
1,0 8:1 39.55 
0.5 16:1 36. 28 
0. 25 32:1 32. 16 
0. 125 64:1 30. 23 
0. 062 5 128 + 1 27. 54 
0. 031 25 256 : 1 25. 38 
0. 015 625 512: 1 23. 63 
0. 007 812 5 1 024:1 21. 69 
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习题 8 


1. 已 知 信和 号 
0.372+1.37, —1l<t<2.8, 
KO = eo os 28 LELA. 

KM f(z) 进行 256 点 的 等 距 采 样 , 再 用 Daubechies 小 波 D4 作 离散 小 波 变换 ， 
由 此 确定 f(t) 的 奇异 点 所 在 位 置 并 与 + = 2. 8 进行 比较 . 

2. 试 述 多 尺度 微分 算 子 与 小 波 变 换 的 关系 及 其 在 信号 奇异 性 检测 中 的 
作用 . 

3. KER f(z) 一 1 "sinT 全 及 其 导数 /0) 在 4 一 0 处 的 点 态 Lipschits 


指数 , HH a> 0, p>0. 

4. 试 述 小 波 变换 模 极 值 点 、Lipschits 指数 、 平 滑 因 子 在 信号 奇异 性 检测 
中 的 作用 . 三 者 的 关系 如 何 ? 

5. 设 信号 

f(t) = (sin 2t+ 2cos 4t +0. 4sinż sin 502), O<t<l. 

O 取 了 一 8,， 采样 间隔 为 27, 将 f(z) BRL, 并 用 Haar 小 波 实现 3 
级 分 解 ; 

(2) RE A=0.1, 利用 硬 阅 值 法 去 除 信号 噪声 ,再 重 构 信 号 ; 

(32) 作出 重 构 信号 与 原 信 和 号 的 图 形 进行 比较 ,并 计算 二 者 的 相对 误差 ; 

(4) 试验 多 个 不 同 的 阅 值 , ZAERO 与 (3). 

6. 采用 软 阔 值 法 完成 上 题 的 (2),(3) 及 (4), 并 与 上 题 的 结果 进行 分 析 
比较 . 

7. 运用 本 章 介 绍 的 小 波 阅 值 法 对 Lena,Barbara 和 Peppers 图 像 进 行 去 
噪 试验 ,并 分 析 比 较 各 种 方法 的 去 噪 效果 . 

8. 证 明 差 分 算 子 公式 (8. 43). 

9. 分 析 并 讨论 Besov 空间 中 的 图 像 去 噪 模型 (8. 49) 和 (8. 50). 

10. 试用 Haar 小波 和 Daubechies 小 波 D4 实现 对 512X512 Lena 图 像 的 
小 波 变换 ， 并 比较 变换 后 高 频 系数 的 大 小 . 根据 比较 结果 评价 这 两 种 小 波 应 
用 于 图 像 压 缩 时 的 优 劣 . 

11. 试用 庶 入 式 小 波 零 树 压缩 方法 实现 对 512 X 512 Lena 图 像 的 压缩 纺 
码 与 重建 ,并 评价 重建 图 像 的 质量 . 


第 九 章 “小波 与 仿 微 分 方程 数值 解 


本 章 介绍 利用 小 波 变换 求 偏 微分 方程 数值 解 的 Beylkin-Coifman-Rokhlin 
算法 ,主要 包括 Calderon-Zygmund 算 子 、 拟 微分 算 子 与 Hilbert 变换 等 典型 
的 积分 算 子 及 其 小 波 表示 ， 算 子 在 正 交 小 波 基 下 的 非 标准 格式 与 标准 格式 ， 
利用 小 波 变换 求解 偏 微分 方程 ， 以 及 求解 椭圆 微分 算 子 逆 的 约束 预 处 理 共 斩 
梯度 算法 等 . 


9.1 概 述 


9.1.1 偏 微分 方程 数值 解法 


偏 微分 方程 是 构建 科学 、 工 程 学 和 其 他 领域 的 数学 模型 的 主要 手段 , A 
然 界 中 大 量 的 物理 现象 都 可 以 用 偏 微分 方程 来 措 述 . 例如 , 较为 经 典 的 有 

一 一 Maxwell FE, 用 电场 和 磁场 强度 、 磁 通 量 密度 、 电 荷 和 电流 密度 
之 间 的 相互 关系 描述 电磁 场 的 状态 ; 

— Navier-Stokes 方程 , 用 速度 、 密 度 、 压 强 及 黏度 之 间 的 关系 描述 液 
体 的 状态 ; 

一 一 线性 弹性 方程 , 用 应 力 和 应 变 间 的 关系 描述 具有 某 种 特性 的 弹性 
体 的 振动 ; 
Schrödinger FH, 量子 力学 中 用 质量 、 内 能 和 总 能 量 的 关系 描述 
粒子 的 波 函 数 ; 

一 一 Einstein JE, 广义 相对 论 中 用 时 空 弯曲 和 所 含 物质 的 能 量 密度 描 
述 引 力 场 . 

一 般 情 况 下 , 大 多 数 偏 微分 方程 都 不 可 能 通过 有 限 次 的 计算 得 到 精确 解 
或 解析 解 ， 因 此 需要 用 数值 方法 求 近似 解 . 传统 的 偏 微分 方程 数值 解法 主要 
有 3 种 : 有 限 元 法 ， 有 限 差分 法 与 谱 方法 . 利用 小 波 变换 求解 偏 微分 方程 则 
是 近 二 十 几 年 迅速 发 展 起 来 的 一 种 新 的 数学 方法 , 其 实质 就 是 将 方程 由 原来 
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的 坐标 系 转化 到 小 波 系 下 求解 ,充分 利用 算 子 在 小 波 系 下 的 稀 朴 特性 来 简化 
计算 , 提高 算法 实现 效率 . 

小 波 方 法 至 少 在 两 个 方面 优 于 传统 方法 : 

其 一 , 由 于 小 波 同 时 具有 光滑 性 、 局 部 性 及 对 称 性 等 优良 特性 ， 因而 能 
够 比 传统 方法 更 有 效 地 处 理 局 部 奇异 性 问题 . 例如 , 一 维 信号 的 阶 跃 点 和 二 
维 图 像 的 边缘 等 都 是 这 种 奇异 性 的 体现 . 又 如 , 在 数值 计算 中 , 解 的 不 连续 
性 或 奇异 性 也 普遍 存在 , 奇异 位 置 的 处 理 通 常会 给 问题 的 求解 带 来 很 大 困 
难 . 将 小 波 用 于 处 理 这 类 数值 求解 问题 ， 可 以 充分 缓解 由 奇异 性 带 来 的 复杂 
性 ， 有 利于 提高 解 的 精度 . 

其 二 ,由 于 传统 方法 通常 依赖 于 整个 计算 域 上 的 信息 , 所 以 微分 算 子 离 
散 化 的 结果 昌 是 稀 朴 矩阵 但 条 件数 很 大 ， 而 积分 算 子 离散 化 后 则 是 条 件数 较 
小 的 稠密 矩阵 . 小 波 变 换 具有 很 好 的 数据 压缩 能 力 , 可 以 将 算 子 表示 成 比较 
fl RAGE. 对 于 微分 方程 , 小波 可 有 效 地 减 小 离散 化 方程 组 系数 矩阵 
的 条 件数 ,改善 方程 组 的 病态 程度 ,提高 算法 性 能 ; 而 积分 方程 用 小 波 离散 
化 , 方程 组 系数 矩阵 则 是 稀 朴 的 ， 这 样 就 大 大 减少 了 计算 代价 , 加 快 了 算法 
的 收敛 速度 . 

小 波 用 于 偏 微分 方程 数值 解法 的 研究 始 于 20 世纪 80 ERK, 迄今 已 发 
展 成 为 小 波 在 科学 与 工程 计算 中 的 应 用 研究 的 主要 课题 . 归纳 起 来 大 致 有 以 
下 几 种 主要 方法 : 

(1) 小 波 伽 辽 金 (Galerkin) 法 ; 

(2) 小 波 配置 (collocation) 法 ; 

(3) 小 波 有 限 差 分 法 ; 

(4) 小 波 有 限 元 法 . 

偏 微 分 方程 求解 是 一 个 非常 复杂 的 问题 , 方程 种 类 繁多 , 并 且 涉 及 数学 
分 析 、 物 理 背 景 与 科学 计算 等 众多 学 科 领 域 的 知识 , 关于 这 个 问题 的 研究 仍 
是 一 个 十 分 活跃 的 方向 . 我 们 的 目的 只 是 以 小 波 和 偏 微分 方程 数值 解法 的 切 
合 点 为 基础 ， 以 最 简单 问题 的 求解 为 算 例 ,着重 阐述 BCR 算法 在 求解 偏 微分 
方程 中 的 主要 思想 及 实现 途径 . 


91.2 ” 几 个 典型 的 积分 算 子 


我 们 知道 , 经 典 物理 中 的 许多 偏 微 分 方程 的 求解 都 归结 为 求解 下 列 
Sturm-Liouville 边 值 问题 : 


(play) Falay = flax), 
a, ya) 十 azy (a) = 0, (9.1) 
by yb) + bsy (b) = 0, 
其 中 p(x), p(x) 和 9(Cz) 都 是 区 间 [a, 6] 上 的 连续 函数 , 且 p(x) 恒 取 正 值 ， 
而 al 1250, ,bz 是 实 常数 , 满足 af 十 a > 0, b +H >o. 
容易 知道 ( 见 文献 [53])， 上 述 Sturm-Liouville 边 值 问题 的 解 可 以 表示 为 


y(r) = | Kz fede, (9, 2) 
这 里 
yı t) yz Cr) 
POW NI’ lS SE 
Kap) = (x) y (2) 
yı (2) yz (t r<1i<h 


POWY , y2) C7)? 
其 中 yi ,ys 是 齐 次 方程 (p(x)y) 十 aay = 0 的 两 个 线性 无 关 解 ， 而 
Wl(y1yy2)(1) 4 0 Ey, O sy A) 的 Wronsky 行列 式 . 
因此 ，Sturm-Liouville 边 值 问题 的 求解 又 转化 为 解 如 下 形式 的 积分 算 
子 : 


Tf (x) = PK, y) fy dy. (9. 3) 


事实 上 , 这 样 的 积分 算 子 很 普遍 , 无 论 是 在 数学 本 身 还 是 在 其 他 应 用 领域 都 
广泛 存在 . 一 般 说 来 , 这 里 的 a 和 5 可 以 是 有 限 数 或 者 无 穷 大 , 而 x 和 y 也 可 
以 是 R" 中 的 变量 . 
下 面 介 绍 本 章 将 要 重点 讨论 的 几 个 积分 算 子 . 
1. Hilbert 变换 
函数 f(z) 的 Hilbert 变换 定义 为 
Hf(z) = 1} p.v. {= LO) ay, (9.4) 
T = £ y 
其 中 p. v. 表示 Cauchy 主 值 积分 ， 即 
p. v. 1 LD ay, = lim (| LY dy +{~ LO) gy) 
“ory eot WO EY e Ty 
可 以 证 明 ， 
d) 设 fi) E LCR) N CR) RLR N CR, WW Vaz ER, 
Hilbert 变换 Hf (x) 有 定义 . 


D 设 f(2) ED NCCER), Hf = 二 | dy, 其 


7 FN 


1y|>>e y 
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Pe>0, M YwER, A 
lim HY lw) =— i sgnlw) Jlo). 
s—0" 


比 Hilbert 变换 (9. 4) 更 为 一 般 的 奇异 积分 算 子 是 


Hof = t pv. { SET PSO gy, (9.5) 
x R [x— yl” 


其 中 x,y 都 是 R" 中 的 变量 . 特别 , MOG) = 下 时 ，(9. 5) 称 为 Riesz 变 换 . 
2. Calderon-Zygmund BF 
BHOQ= ix, y) | xy E R”, xÆ y) BR" XR’ 中 的 域 , BM K(x, y) 在 
a 上 有 定义 . 我们 称 由 
T f(x) = | Ky) fay (9. 6) 
定义 的 连续 线性 算 子 T: DR”) -> D’(R") 是 一 个 Calder6n-Zygmund 算 子 ， 
如 果 存 在 常数 Co ,Ci ,Cz UR yE (0,1] 使 得 下 述 条 件 成 立 : 


G) K(x,y) 在 Q 上 局 部 可 积 , H 
|K(x,y)|<Cylx—yl™; 


(2) Hoy) En Alri yl 
[Kx Kæ |< |x’ —x| |x—y| 7; 
(3) 若 (x,y) ER, Bly’ —yl<Slx—-y ， 则 


Ky Ka KG ly —y|"|x—-y] 7s 
(4) 丁 可 以 延 拓 成 L?(R") 的 连续 线性 算 子 : TTI < 
WR y = 1, 那么 上 述 条 件 (2) 与 (3) 可 简洁 地 写成 
2K K+ ES Cy 


y| 
3. 线性 偏 微分 算 子 
设 x= (zy 9X2 ss Tn ) E R” 表示 变量 ， Q 一 (ay saz 3ta) 为 重 指标 ， 其 


( jm. 


ay; | 5 SFZ 


中 a; 是 非 负 整数 , |a l= Dai g € C”(R"). 线性 偏 微 分 算 子 定义 为 


i=] 


P(x,D) = >) g, (oD, (9.7) 


lal<m 


其 中 
Dr = De Di +++ Dt — (+a. j” (+2, ) (0 ) , 
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而 i 为 虚数 单位 .现在 , SAT PIRES Co CR") 函数 (Co). 由 于 


el (x0) 分 
f(x) = aay e ae Fm) de, 
故 由 Fourier 变换 的 性 质 知 
Pœ, D) f(x) = 一 1 I, = N g (of (wm) do 


Cr)” 4 lal <m 


—_l iao) > 
CR | e px a) f(@da, 
因此 ， MRA 定 一 个 多 项 式 oe ? 其 中 XO E R”, 那么 也 可 以 按 
el (xo 
PS =o; | EED ple 0) Mea) deo (9. 8) 


定义 线性 偏 微分 算 子 . 这 是 一 个 Fourier 积分 算 子 . 

4. 拟 微 分 算 子 (Pseudodifferential Operator) 

设 X,Y BAR" 中 的 域 , 对 于 任意 给 定 的 实数 mm,p,6, HOMS<p<l, 
ERAR alx, yz) E C”(XXYXR"), Hx € X, yEY,zER", 且 对 任 
意 重 指标 a,B, 存在 常数 C(e,B) > 0, 使 得 

| 3208 ya (x, yz |< Ca PB A H] z [relle , 
则 称 aCx,y,z) €E Spo (X XY XR”) ag Shoe 


若 线 性 算 子 本 可 表示 为 
__l ix 一 yz) 
TI) = alele VV alx, yz) f(y)dy dz, (9. 9) 


其 中 a(x, yz) €E Spa» 则 称 开 是 拟 微 分 算 子 . 
显然 ,线性 偏 微分 算 子 是 一 个 拟 微分 算 子 . 


9.2 BCR 快速 算法 


BCR 83442 G. Beylkin, R. Coifman #1 V. Rokhlin 于 1991 年 首先 提 
出 来 的 , 其 主要 思想 是 利用 正 交 小 波 基 描 述 或 表示 算 子 ,把 算 子 作用 于 函数 
的 运算 转化 为 矩阵 与 向 量 的 乘法 运算 . 有 很 大 一 类 算 子 在 小 波 基 下 的 矩阵 表 
示 都 具有 很 好 的 稀疏 结构 ， 其 中 最 典型 的 例子 是 Calder6n-Zygmund 算 子 和 
拟 微分 算 子 , 这 就 为 设计 快速 算法 求 算 子 对 函数 的 作用 提供 了 方便 . 本 节 将 
介绍 几 种 最 基本 的 算 子 在 紧 支 撑 正 交 小 波 基 下 的 精确 显 式 表 示 , 这 些 结果 在 
利用 小 波 变换 求解 偏 微分 方程 中 是 最 基本 也 是 最 重要 的 . 
设 {V;, j © Z} 构成 L2(R) 的 一 个 OMRA, oft) 是 相应 的 生成 元 , 小 波 
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y(t) RA N WARE, BO 
[Sra 一 0， 了 一 0, 1 六 一 1. 
与 本 书 前 面 章 节 不 同 的 是 ， 闭 子 空间 列 {V) ) MRED 
“CC Vn CV; CV Crt, 
尺度 空间 的 正 交 分 解 为 Vi = Vj) 四 网)， 双 尺度 方程 为 


L-1 


g(t) = V2 > hp (2t—k) 5 
k=0 


[一 1 
gt) =12 D gegt k, 
k=0 
其 中 Bk 7 《一 Dhi» k= 0,1l; L — l. 小 波 低 通 滤 波 器 为 
1 L-1 Lii L—1 5 
Hw) 一 二 > he, kè =1. 
此 外 ， 
pirt) 一 2 pt — k), palt) = 2 ig2it — k), jik EZ. 
9.2.1 算 子 的 非 标准 格式 
我 们 知道 , 构造 空间 L (R?) 的 小 波 基 有 两 种 方法 . 一 方面 , 可 以 把 由 尺 
度 函 数 与 小 波 的 二 进 伸缩 与 整数 平移 构成 的 函数 系 
{hip Cx) pj Cy) 9 Dik (2) pi Cy) » Dik CT) hj Cy) Pjk, IEZ 
EH LR) 的 小 波 基 , 其 中 每 一 个 基 函 数 的 支撑 集 都 是 Rz 中 的 方形 区 域 . 
如 果 用 这 样 的 小 波 基 表 示 算 子 , 那么 就 称 之 为 算 子 的 非 标准 格式 . 另 一 方 
m, 也 可 用 一 维 小 波 基 的 张 量 积 构造 LRO 的 基 ， 此 时 基 范 数 的 支撑 集 都 
ER 中 的 矩形 区 域 . 如 果 用 这 样 的 小 波 基 表 示 算 子 , 那么 就 称 之 为 算 子 的 标 
准 格式 . 下 面 以 积分 算 子 的 小 波 表示 为 例 先 介绍 非 标准 格式 . 
1. 积分 算 子 的 小 波 表示 
BT: LR) 一 LR) 是 具有 核 函 数 K(x,y) 的 积分 算 子 : 
Tf(z) = K ey) fody, (9. 10) 
这 里 , a 和 5 可 以 是 有 限 数 或 无 穷 大 . 
首先 , 将 核 函 数 天 (zy,y) 用 尺度 空间 Vo X Vo 的 基 表 示 为 
Kr,y) = chor le) goly), (9. 11) 
k i 
把 (9. 11) 代入 (9. 10) 式 ， 有 
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b 
Thx) = >) Sch (| f(g. dy oo. (x) 
A 1 a 


= 5 (X chis (D)o), 
k l 
其 中 0 = (fog). 根据 尺度 函数 的 正 交 性 ,得 


sok) = (Tf Gon)? = > cso D). (9.12) 
l 
因此 ,我 们 有 函数 TA) 的 近似 表示 式 
Tf (a) ~ Diso Ck) gor 7), (9. 13) 
k 


这 里 , 等 号 成 立 当 且 仅 当 THCz) E Vo. 我 们 称 (9. 13) RNAF THREE 
近 . 由 此 看 来 , 为 了 得 到 工 的 0 尺度 逼近 , 计算 系数 so Ck) 是 关键 . OG = 
(ch ices So = Cso CD) pas So= Csokis 则 (9. 12) 式 即 
Coso = 50. (9. 14) 
这 就 是 算 子 工 的 0 尺度 逼近 的 和 矩阵 形式 . 
现在 , 对 天 (z,y) 作 二 维 离散 小 波 变换 (CDWT)7， 有 


K(z,y) = 之 Dacha D ply) 
+ 之 Daas Dga O) 
+ 之 D Pug- pain O) 
+ 之 Sheeran, (9. 15) 


把 (9. 15) 代入 (9. 10) R, 得 
Thx) = X dis DO + 7d ei l2) 
k 1 


+>) >) Gis D Halidi Dga, a), 
k i 
th sU = Sopan? d 0 = Cfg). 根据 尺度 函数 与 小 波 的 正 交 性 ， 


cE: 


s = (Tf,p 8) = >) lels: O + yhd D), 
‘ (9. 16) 


di = (Tfaa = >) (Busi D Hadi D). 
i 


因此 , 我 们 有 函数 TA 的 近似 表示 式 
Thx) © > (si Dga, D H di egaa 7)), (9.17) 
k 


这 里 ,等 号 成 立 当 且 仅 当 TAGz) € Vo. 上 式 即 算 子 工 的 1 尺度 逼近 . 同样 ， 
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把 (9. 16) 式 写成 矩阵 形式 即 


0 
T C; $1 si , ` 


这 就 是 算 子 工 的 1 尺度 通 近 的 矩阵 表示 ， 其 中 
A, = (ah), B= BD. D =h), Q = C) 


mee x 5 矩阵 ,而 
sı = (5,(4)), sf = G2), di = (di), dh = (di (2) 
gk x 1 矩阵 


进一步 , 再 对 K(x, y) 作 二 维 DWT. 根据 塔 式 分 解 原理 ， 只 需 对 (9. 15) 
式 中 的 第 1 项 进行 分 解 ， 有 


之 X cho- (ery) 
7 
=>) dahon e219) + 2 Mabon (22,169) 
k k 1 
+ > > Bip- Caper) + > Shiga. Capo (y). 
k 1 
将 上 式 两 边 用 f(y) EAR., 得 
5 Sehisy g, (2) 
k 1 
= Dhs Dga D t S Sake gala) 
zk Ek 1 


+ 2) Dhs: Dga) + >) Sri (ks Dd Dean (a), 
k { k i 
HP 2 (D 一 (六 po， aD 一 (六 和 ov) 根据 尺度 函数 与 小 波 的 正 交 性 ， 


4 


4 


im 


s9(k) = (Tf gan) = >) hisD + ada D), 
! (9.19) 


d2(k) = (TF sgo) = X) (Ês: (D + oakid2s (0)). 
L 
因此 , 我 们 有 函数 T/a) 的 2 尺度 近似 表示 式 
Tf (x) œ~ X, (52 A 0-202) $y on D +d) (Arp) 
k 
(9. 20) 


这 里 ， 等 号 成 立 当 且 仅 当 T/C(x) € Vo. 根据 (9. 18) 与 (9. 19) st, BETH 
2 尺度 逼近 的 矩阵 表示 可 写 为 


A B dı di, 

T O S1 x 
= |z? (9. 21) 

A, B,|la, d, 

T: C: S2 s3 


其 中 As = Cofi), By = (Bh), Te = Oh)» Cs = (h MBE x E aR, 而 


s3 = (sC), = (64 )), dp = (d; (D), dy = (ds(k)) EE x 1 和 矩阵. 


如 此 继续 下 去 直至 7 = J, BAST MJ RE: 
(1) AR Kl, y) 在 子 空间 Vo XVo 上 的 投影 : 


Kly) = >) cheery) 
k t 
J 
ED D D (hp Oe 
£ 


+ Pir D500) + Hp ja Dga) (9.22) 


y 
+ 


= [T Kags (z), dr dy, 


+ f+ 
= [REE Kasei (zx) pi ly) dr dy, 
(9, 23) 


< 
, too [too 
Yu = [ATE keye (my; dr dy, 


. 十 co f+ 
ch, = [T [T kaea aede dy. 
(2) 函数 f(x) 在 子 空间 Vo LAER: 
f(r) ~ Ts Wed + Did Cya CT), (9. 24) 


其 中 
SO S= ga) G = Sega) JEL. 
(3) 函数 Tf(z) 在 子 空间 Vo 上 的 投影 ; 


- J 
The) œ si eya + Md kgj ala), (9. 25) 
k j=l k 


= 


SCR) = (Th pj = Da lhs; ONO) 
! (9, 26) 


d’ Ck) = Th hija? = >) (Bs) OD Haidi D). 
? l 
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(4) 算 子 工 的 了 尺度 逼近 的 矩阵 表示 为 


A, B, dı di 
D Oo S1 x 
A, B, d, d, 
I, O sl=]|x], (9. 27) 


A; B;||d; d) 
ID Cy) \sy Sy 
SEH A; = Cah), B; = (H), T; = 4), G = (ch, REL XZL BK, 
j=l,2,,J. ` 

现在 , 我 们 把 上 述 结果 推广 到 一 般 算 子 T: LR) 一 LR). 为 此 , 设 
P; 和 Qi 分 别 是 从 L?(R) 到 Vj SIL? (CR) BW, 的 投影 算 子 ( 详 见 (3. 42) 与 
(3.43) 式 ), 注意 到 Qi = Pj — Pj 则 


J 
P TP, = 2 Pj TP; —P,TP;) +P,TP; 


I 
SIM ik z7 iM- ï 


| 
fan 


[CP POTEP; =P; + (Pia ~ Pi) TP, 
T(P; —P;)]+P,TP; 


(QTQ; +Q;TP; + P;TQ;)+P,TP; 


| 


(A; +B; +r) +T), 


其 中 算 子 A; = QTQ,, B; = QTP;, D = PTQ I<j<J). Ty = 
P TP; #4 Ty = P, TP, 是 工 在 最 细 尺 度 上 的 通 近 , 则 以 下 三 元 组 的 算 子 
集合 
T = {A;B D; hgs (9. 28) 
就 是 算 子 T 的 非 标准 格式 . 进一步 ， 定义 算 子 Tj: V; ~~ V; A 
Ani Bin 
Ti TH 
那么 , 算 子 工 的 非 标准 格式 就 可 以 用 分 块 矩阵 表示 成 如 图 9-1 所 示 的 形式 . 
因此 ,对 于 具有 核 函数 Ky) 的 积分 算 子 T, 注意 到 算 子 
Aj =Q,TQ):W; >W;, B; =Q,TP;: V; >W;, 
T; = P;TQ;:W; >V; T; =P;TP;: V;>V;, 


T; = P,;TP; = ’ 7 =O0,1,°°,J—-1, 
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图 9-1 算 


对 应 的 基 函 数 系 分 别 为 
pjr pjt D) dja Der) is Gj pa Des kl EZ 
容易 知道 , 算 子 Aj ,Bj ,T MT; HMMA; ,B; I; 和 Ci 的 元 素 由 公式 
(9. 23) 确定 . 
例 9.1 考虑 一 个 256 X 256 的 矩阵 A = (Az), 其 中 


1 aan 
Ay fF ede 


0, i=j. 


在 具有 6 BHAA AIEZCMER F 4 的 非 标准 格式 表示 如 图 9-2 所 示 ， 这 个 


图 9-2 ERE A 在 小 波 系 下 的 非 标准 格式 矩阵 
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经 小 波 变换 后 的 矩阵 中 绝对 值 小 于 10“ 的 元 素 均 已 用 0 替换 , 非 零 元 素 以 黑 
色 标 示 . 显然 ， 原 来 稠密 的 矩阵 经 过 变换 以 后 变 得 非常 稀 朴 ， 这 对 于 后 续 的 


计算 及 相关 处 理 是 非常 有 利 的 . 
2. 一 阶 微分 算 子 的 小 波 表示 


许多 算 子 的 非 标准 格式 的 计算 都 可 以 通过 解 线性 方程 组 来 实现 作为 例 
子 , 我 们 研究 一 阶 微分 算 子 T = 全 .根据 上 段 的 讨论 ，T 的 非 标准 格式 是 


(9.28) sk, HF AB r AT; 的 矩阵 元 素 分 别 为 


, {+00 . ， , , 
dy = 27] poke Dy Dde = ars 0. 
By = DST pit py D2id = pea (9 


. ofto bo _, B 
yh = S Dd = ya (9 


. . [+0 . ro; . . 
=| tg Dde = ra (9 
其 中 
too i 
a = [T ya- Dp war, (9 
+22 / 
Bi =| yi- Dy Hdt, (9. 
+o / 
1 =| pa- Dp Wade, (9. 
too 7 
n =| pu- Dg Wee. (9. 
把 双 尺 度 方 程 代入 (9. 33), (9. 34) 和 (9. 35) 式 , 并 利用 (9. 36), 得 
一 1 L-1 
a 一 -25 Segr Y2l+k—k' » 
0 p 
bi = 33 S edera (9. 


L-1 [一 1 


N= 22, Phe 'T 24 bb’ « 


因此 微分 算 子 和 1 的 小 波 基 表示 完全 取决 于 +,， 也 就 是 取决 于 算 子 驴 在 子 空 


Vo 中 的 表示 . 下 面 考虑 如 何 求 r. 
在 (9. 36) 式 中 将 o) 和 w oO 都 用 双 尺 度 方程 代 人 就 得 到 


29) 


30) 


31) 


32) 


33) 


34) 


35) 


36) 


37) 


sjaj 
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六 PBEM [= 2p(2t— 21—k) gy’ (2t— m)de 


— 1—1 
= 25 Dhuh mr zm 
k=0m=0 
了 一 1 
MAW DA = 1, 所 以 上 式 可 以 改写 为 
k=0 


L—l 


r = 2ra; + Sap (roe + reg) 9 l €E Z, 
k=] 


其 中 
| 
a, =2 >) hhe k=l 2e Ll. (9. 38) 
n=0 
根据 小 波 滤波 器 的 正 交 性 质 ，azs = 0, 进一步 有 
L/2 
ry = ry 十 >a Crozet 十 ritze )- (9. 39) 
R= 


wM? = [pd (一 1 2 …N 一 1， 利用 关系 式 


SS Mpa =D = M +e D? À Impe (9. 40) 


{ 一 一 co 


和 (9. 36) 式 ， 就 可 得 
Slr, =— 1. (9. 41) 
LEZ . 


因此 , 我 们 证 明了 以 下 定理 : 


定理 9.1 如果 积分 (9. 36) 存在 ,那么 系数 ri 满足 线性 方程 组 (9.39) 和 
(9.41), RP Atay , 由 (9. 38) BL. WRNS2, 那么 方程 (9. 39) 和 
(9.41) KARKA E-i r Ar A0, -—L+2<1<L—-2h7r, = 


=Y. 


顺便 指出 , 如 果 N= 1, 那么 方程 组 (9. 39) 和 (9. 41) 有 唯一 解 ,但 是 积 
分 (9. 36) 未 必 绝 对 收敛 . 
1 


例 9.2 对 于 Haar 小波, AFA) = h =, 所 以 a 一 1 六 =, 


从 而 得 到 最 简单 的 有 限 差分 算 子 (六 cal 这 时 尺度 函数 p(t) 不 连续 ， 


[Els 
gw) = 7 
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所 以 积分 (9. 36) 不 绝对 收敛 . 
例 9.3 4 L= 4 的 Daubechies 正 交 小 波 D4: 


1 


只 十 1” 52 十 1 

-4 v+1 -4 yv+1) 

ho = 22 ¥ ， hs=22 ， 
十 1 ; P +1 


其 中 * 为 任意 实数 , 这 时 


a= 1+3/ a= vO? —1) 
GF 42? “GF 419?’ 
以 及 
„= Oty)? 
1 2(34 十 1)” 20344 +1)" 


下 面 再 详细 研究 Daubechies 正 交 小 波 族 , 滤波 器 长 度 L = 2N, 其 中 NN 
为 消失 和 矩 阶 数 ， 此 时 


pas. 
Hw) = phe". 
利用 关系 式 ( 见 文献 [47]) 
2N— 1)! @ oy 
|H(w) |? = 1 Ne D rea sin lz de 


并 计算 | sin’ dt, 我们 有 


N 
2_ 1, (—1)"" cos (2m— 1w 
(Howl? = +P lem Doma (9.42) 


其 中 


— ! 2 
Cn = la D a | 
根据 正 交 小 波 滤波 器 组 完全 重 构 条 件 
|H(w)|?+|H@w+x)|?=1 
可 知 , 低 通 滤波 器 万 (w) 必须 满足 


N 
| Hw) |? = 5 +4 D142 lcos (2m — 1)w. 
m=] 


比较 上 式 与 (9. 42) 式 , 可 得 
a = (— ICN 
tmi O (N—m)!(N+m—D!Q@m—1)’ 
于 是 , SFE KAA PN, 根据 定理 9. LRAT UAAR r. F 
面 列 出 了 N = 2,3,4 时 的 计算 结果 : 


m 一 1， 2，N (9.43) 
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(1) 当 N=2 时 ， 
a=, a3 — L, r = 2 ro L 
8 8 3 12 
a=b, az = 25 ， as = 5; 
64 128 128 
= 22, n=, n=l, n=l 
1 365’ 2 365’ 3 1095’ 4 2920" 
(3) 当 N 一 4 时 ， 
a, — 1225, a =— 245 ， as = 49 ， a 5 ， 
1024 1024 1024 1024 
„, =— 39 296 _ 76113 一 1664 
1 49 553’ 2 396 424° 1 49 553’ 


2645 128 _ 
r4 "7189 272’ ”5 743295’ "6 1 189 272° 


需要 指出 的 是 , 为 了 在 计算 机 上 编程 计算 ro 可 以 根据 (9. 39) 和 (9. 41) 
式 构造 一 个 迭代 算法 . Hl, BA ry = 0.5, ri =— 0.5, 并 注意 到 


ry =— r 反复 使 用 (9. 39) 与 (9. 41)， 即 可 求 得 ~” 满足 指定 精度 要 求 的 近 
似 值 . 此 外 ,还 可 以 证 明 ( 见 文献 [17]) 


Sr = 0, 


(EZ 


并 利用 这 一 等 式 检验 计算 结果 的 正确 性 . 


图 9-3 MARTE 在 小 波 系 下 的 非 标准 格式 的 矩阵 表示 ,这 是 一 个 稀 玉 


NAN 


图 9-3 MARTE 的 非 标准 格式 
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性 很 好 的 带宽 矩阵 当 正 交 小 波 滤波 器 的 长 度 为 工时 , 矩阵 带宽 为 2L — 3, 
只 与 小 波 基 的 选择 有 关 . 
3. 高 阶 微分 算 子 的 小 波 表示 


正如 一 阶 微分 算 子 一 样 ，n 阶 微分 算 子 45 的 非 标准 格式 也 完全 取决 
于 它 在 子 空间 Vo 上 的 表示 ， 人 
=f pi-b 4 Sot) dt, LEZ, (9. 44) 
或 者 等 价 地 
ri? = [O iwl Ew) leedu. (9. 45) 
类 似 于 定理 9. 1 的 证 明 , 我 们 有 以 下 定理 ， 


定理 9.2 如 果 积 分 (9. 44) 或 (9. 45) HE, MA 
(1) 系数 ri ,1 EZ 满足 线性 方程 组 


L/2 
ri 一 a: (a) 十 二 5 tae Paen + rior) (9. 46) 
2 在 1 


和 
Pr 由 = !, (9. 47) 


IEZ 
其 中 系数 ay) 由 (9. 38) KBR 

(2) SiH AAEBDBE NS aH 时 ,方程 组 (9. 46) 和 (9. 47) 有 有 
限 长 的 唯一 解 ri 和 ， 也 即 ri 0, —L+2<1<L—-2. 并 且 当 nn 为 偶 
数 时 ， 有 


ro — ro ， 


Serr 一 0， m= 1,2,.…, Ln—1, 
(EZ ` 2 
Dan” = 05 
(EZ 


rp? =— r}, Byer” =0,m= L2 ta D. 


我 们 注意 到 ，(9. 45) 式 可 以 改写 为 
on ， 
r= f Dy |Get 2km) |? (D w+ a)" edo, 
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所 以 , 若 记 PD Cy) = S72 ev ike ， 则 
REZ 
2 (wy) = > | Pw + kr) |? D” wt kr)”. 


E 
因为 6(w) = H(F)e( g) 所 以 

po (g) H(S +x) | 2" (+n) ] 
BE My 是 按 如 下 定义 作用 在 2x 函数 /上 的 算 子 : 

HE +r), 


Po w) = 2r[ |H( 4) 


(Myf) (wo) = | H(+) | (合计 | H($ +n) 

注意 到 7 (wo) 是 2x 周期 函数 ， 所 以 
Myr =27F™, (9. 48) 
也 就 是 说 ， 六 ”是 算 子 M 对 应 于 特征 值 2™ 的 特征 向 量 . 因此 求 微分 算 子 


\ 波 基 表 示 就 等 价 于 求 方程 (9. 48) 的 三 角 多 项 式 解 . 


4. 卷 积 算 子 的 小 波 表示 

对 于 卷 积 算 子 ， 其 非 标准 格式 的 计算 比 一 般 算 子 的 计算 要 简单 得 多 ,这 
是 因为 尺度 函数 的 自 相关 函数 具有 消失 矩 特性 . 具体 说 来 , 设 T 为 卷 积 算 
F, LEP On, LE D 表示 到 子 空间 Vj; LRAT P; TP j ENEE TF HAE 
阵 , 为 了 计算 P;TP; 的 矩阵 表示 , 利用 ( 见 文献 [16]) 


L-1 L— 


{iP = = SS hihn tH km? 


k=O0m=0 


进一步 化 简 得 

t = YP += L Sa (Ra Hei)» (9. 49) 
其 中 系数 az 由 (9. 38) RRE 此 外 ， 我 们 还 有 

th? = [TPE Ka- yp pur) drdy, 
交换 积分 次 序 , 得 

i? = ASKU Ddy, (9. 50) 
Ht KEAT T HZA, m 
ay) = | ppa yd 

是 尺度 函数 p BBR PA. 可 以 证 明 : 
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| “aay =], (9. 51 
以 及 
Mz 一 fF rewa = LEAN | Bo) | a 
-[(; 


2 

e 1, = (9.52) 
其 中 x 二 1,2,…,2N 一 1. 也 就 是 说 , AHKRMORARABER, 这 样 直 
接 计 算 (9. 50) 式 就 相当 方便 . 

事实 上 , 我 们 还 可 以 通过 求解 满足 渐 近 条 件 的 线性 方程 组 (9. 49) 来 计算 
卷 积 算 子 的 小 波 表示 . 这 种 方法 在 算 子 具有 一 定 的 齐 次 性 时 显得 特别 简单 ， 
因为 这 时 算 子 完全 由 它 在 子 空间 We 上 的 表示 所 决定 . 下 面 就 来 考虑 这 种 算 
子 的 两 个 例子 : Hilbert 变换 和 分 数 阶 微分 (fractional differentiation). 

例 9.4 计算 Hilbert 变换 的 非 标准 格式 

根据 Hilbert 变换 H 的 定义 (9.4), HETZE V 上 的 小 波 表 示 所 对 应 
的 矩阵 元 素 就 由 下 式 给 出 : 


n =| e—D Hed, LEZ. (9. 53) 
这 就 完全 确定 了 非 标准 格式 的 所 有 系数 , BA = (A; ,Bj D hez 其 中 Ai 一 


Ao» B; = Bo BT; = [bs 对 应 于 Au ,Bu A To WASTER ors e 和 Yi 都 
用 系数 xi 计算 .: 


m 
o) 
i 


[一 1 1-1 
一 之 4 DO BREKT i , 
L— [一 
bi = S Seh ‘F 2itk—k 9 
一 1 [一 1 
-5 hgy F 2itk—k 9 
k=0k' = 
Er, l EZ 满 足 线性 方程 组 
. L/2 
ri = ry > 7 aum Crozer F Tze) > (9. 54) 


HE ap, 由 (9. 38) 式 确定 . 利用 (9 50) ,(9. 51) 和 (9. 52) 式 可 得 , 对 于 较 大 
Wl, Ar, BAER 


n=—4+0(z%). (9. 55) 
利用 gp 的 Fourier 变换 elw), 可 以 把 (9. 53) 式 改写 成 
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oo) 、 2 
ri 一 一 af | Cw) | sinlw dw, 


所 以 ri =ru Aro = 0. 根据 渐 近 条 件 (9. 55) 求解 (9. 54) 就 可 以 计算 任意 
指定 精度 的 系数 riCi 隆 0)、 这 个 算法 可 以 直接 推广 到 计算 高 维 空间 的 Riesz 
变换 的 系数 . 

作为 例子 , 取 具 有 6 阶 消失 和 矩 的 Daubechies 正 交 小 波 , 计算 Hilbert 变换 
算 子 对 应 的 系数 r,, 精度 要 求 为 10 ,根据 (9. 55) 式 , 就 得 到 表 9-1 所 示 的 
系数 (注意 到 7 =— ru» ro = 0). 


表 9-1 Hilbert 变换 在 具有 6 HW AAAI Daubechies 正 交 小波 基 下 的 系数 r 


L L rı q L rı 

1 — 0. 588 303 698 9 | =- 0. 035 367 761 
2 — 0. 077 576 414 10 — 0. 031 830 988 
3 — 0. 128 743 695 11 — 0. 028 937 262 
4 — 0. 075 063 628 12 — 0. 026 525 823 
5 — 0, 064 168 018 13 — 0, 024 485 376 
6 — 0. 053 041 366 14 — 0. 022 736 420 
7 — 0. 045 470 650 15 — 0. 021 220 659 
8 — 0. 039 788 641 16 — 0. 019 894 368 


例 9.5 计算 分 数 阶 微分 的 非 标准 格式 
考虑 按 下 式 定义 的 分 数 阶 微分 算 子 
too =y 
ano =f LP fody, (9. 56) 
其 中 a 关 1,2,…. Sao, (9.56) 式 定义 的 就 是 分 数 阶 反 微 分 算 子 
(fractional antiderivatives). 


BY 8: 在 子 空间 V。 上 的 矩阵 表示 由 系数 
n= [ge—D (rp) war, LEZ 


确定 (只 要 这 个 积分 存在 )、9? 的 非 标准 格式 为 37 = {Aj,B; Pj} ez, HP 
A; = 2T Aps B; = 2“ By RT; = 24Ty, 而 对 应 于 Ay Bo Al To 的 矩阵 元 
素 Qim > Bii FY 都 由 ri 得 到 


L—1 [一 ] 


i= = 2 之) 之 /8k8 or24H 9 


k=0k’ =0 
L-1 L—1 


Br = 2° >) >) ghk T ui ys 
k=0k' =0 
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| 
Yi = 27>) D hagr Tut- 
k=0k =0 
容易 验证 , 系数 zi 满足 下 列 线性 方程 组 
L/2 


1 
r = 2° [ra + 了 Dam Croza 十 roem?) | ， 
k=1 


其 中 a, , 由 (9. 38) 式 确定 . 利用 (9. 50) ,(9. 51) 和 (9. 52) 式 可 得 , 对 于 较 大 
Wl ar, 的 渐 近 式 


1 1 
ri = (a) [ite 


0, E<0. 
作为 例子 , 取 具 有 6 阶 消失 矩 的 Daubechies 正 交 小 波 , 计算 39 对 应 的 
系数 xj, 精度 要 求 为 107. 根据 (9. 57) R, 有 
-4 l 1 
r= ape Aaa) ‘>0, 
0, <0. 
计算 结果 如 表 9-2 所 示 . 


+0( mm). 1 之 0， 6.57 


429-2 3205 在 消失 和 矩 N = 6 的 Daubechies 正 交 小 波 系 下 的 系数 x 


L rı i rı 
一 7 — 2, 828 310 17 E— 06 4 — 2.779 552 93 E— 02 
—6 — 1.686 238 67 E— 06 5 — 2. 613 241 70 E— 02 
一 9 4,458 477 96 E— 04 6 — 1.917 188 16 E—02 
一 4 一 4.346 334 15 E—03 7 一 1.522 728 41 E— 02 
一 3 2, 288 217 28 E—02 8 — 1. 246 674 03 E— 02 
一 2 — 8. 498 837 59 E— 02 9 — 1,044 795 00 E—02 
一 1 0. 277 999 63 10 — 8. 920 619 45 E—03 
0 0. 846 819 66 11 — 7. 732 252 46 E — 03 
1 — 0, 698 475 77 12 — 6. 786 145 93E — 03 
2 2, 364 001 39 E—02 13 — 6,018 385 99 E—03 
3 — 8.974 637 80 E— 02 14 — 5. 385 214 59 E—03 


9.2.2 算 子 的 标准 格式 
我 们 知道 ， 把 一 个 算 子 用 张 量 积 小 波 基 表 示 就 得 到 该 算 子 的 标准 格式 . 
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这 里 , 我 们 并 不 用 这 种 方式 讨论 算 子 标准 格式 的 计算 , 而 着 重 介绍 标准 格式 
和 非 标 准 格 式 之 间 的 联系 .。. 
在 非 标 准 格 式 中 ， 三 元 算 子 序列 中 的 各 个 算 子 组 都 表示 在 同一 尺度 j 上 
的 作用 ， RI A}: W, >W; ’ Bj: V; >W;, Ty: W; >V; , 并 未 考虑 不 同 尺度 
的 子 空间 之 闻 的 相互 作用 . 如 果 将 其 拓展 到 与 之 相关 的 子 空间 序列 上 , 那么 
就 能 得 到 算 子 的 标准 格式 表示 . 
设 最 细 和 最 粗 尺度 分 别 为 0 和 J 根据 多 分 辩 率 分 析 的 概念 , 对 于 介 于 0 
AJ 之 间 的 任 一 尺度 7， 子 空间 V; 可 以 分 解 为 
Vj =V È Wy. 


考虑 算 邓 序列 {TY gaia 其 中 


Bi. Wp Wj, T]: Wj >Wy, 
这 样 就 可 得 到 = T= {A;B T; jez 相应 的 格式 
= {A;,{Bi Pepi pa jez- (9. 58) 


此 外 ， A os BI) a(n), 其 中 
BPT: Vy =W; Df. WV; 
这 里 B Arj” eer By MF). 
综 上 所 述 , 算 子 PROPOR RR E LHAT To = PoTP。 按 如 
下 方式 表示 : 
Ty = (A; (BE Hepa Ti Vena BP DP Ty )j= Lave Je (9.59) 
其 分 其 矩阵 形式 表示 如 图 9-4 所 示 . 


图 9-4 算 子 工 在 小 波 系 下 的 标准 格式 
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-19.6 续 例 9.1, 仍 以 256 X 256 的 矩阵 4 = (Ay) HH, 其 中 


A. f ae 

0, i=j. 
在 具有 6 BAA IESC/VIR A F A 的 标准 格式 表示 如 图 9-5 所 示 , 这 个 经 
小 波 变换 后 的 矩阵 中 绝对 值 小 于 10“ 的 元 素 均 已 用 0 SM, 非 零 元 素 以 黑色 
标示 . 


图 9-5 ”矩阵 4 在 小 波 系 下 对 应 的 标准 格式 矩阵 


如 果 工 是 Calderon-Zygmund 算 子 或 拟 微分 算 子 , 那么 在 给 定 的 精度 要 
RE, (9. 59) 式 中 的 各 个 子 算 子 除 T; 外 对 应 的 矩阵 都 是 带宽 的 , 目 宽度 与 
尺度 ;的 大 小 密切 相关 . 对 一 大 类 算 子 (如 拟 微 分 算 子 ) 而 言 , KAREM’ 
的 矩阵 元 素 间 的 相关 性 随 |7 一 六 | 的 增加 而 迅速 减弱 . 因此 , 车 ij 和; 相距 其 
远 , 那么 在 一 定 精度 范围 内 ，B; ,下 可 以 忽略 . 

有 两 种 方法 可 用 来 计算 算 子 矩阵 的 标准 格式 . 一 种 方法 是 先 对 矩阵 的 各 
行 作 一 维 小 波 变换 ， 然 后 对 变换 结果 的 各 列 再 作 一 次 一 维 小 波 变 换 ; 另 一 种 
方法 就 是 先 计算 非 标 准 格式 , 再 对 其 中 的 子 算 子 Bi 的 各 行 和 算 子 Ti 的 各 列 
分 别 作 一 维 小 波 变换 . 


9.2.3 AFAR ARE IE 


正如 我 们 已 经 看 到 的 ， 具 有 某 些 特 定性 质 的 稠密 算 子 在 小 波 基 下 可 以 用 
稀 玖 性 很 好 的 矩阵 来 表示 ， 小波 的 这 种 压缩 能 力 对 于 采用 数值 方法 处 理 算 子 
问题 特别 是 求解 微分 方程 提供 了 十 分 有 效 的 计算 工具 . 下 面 我 们 就 来 讨论 小 


AVR MEER EAH 68345 


波 基 对 算 子 表示 的 压缩 能 力 . 
如 果 T Æ Calder6n-Zygmund 算 子 或 拟 微分 算 子 , 所 使 用 的 小 波 具 有 N 
阶 消失 矩 ,那么 在 非 标 准 格式 中 三 元 组 {Aj;,B; T jez 对 应 的 矩阵 元 素 以 大 


HNE 的 速度 下 降 , 其 中 4d 是 矩阵 元 素 到 对 角 线 的 距离 . 如 果 在 一 定 精度 范 
围 内 将 所 有 足够 小 的 元 素 都 视 为 零 , 那么 算 子 的 非 标 准 格 式 和 矩阵 表示 就 是 带 
宽 的 , 也 即 稀疏 的 具体 地 说 , 有 
定理 9.3 REF TORBRK (ry) 满足 

IKG WIS Tt (9. 60) 


a” Kix »|+|2akG@ D| < (9.61) 

azN , 3x VS Tay m? . 
KRPNA DRAMA, MA LAER A Cy, 使 得 工 的 小 波 非 标 
ERRAR PEELE of) BY, AA: V |k SIN, 有 


le I+ |B I+ lH | (9. 62) 


Cy 
. t+} kl [tN 
如 果 核 函数 Ka, y) 还 满足 : VI (二 进 区 间 )， 都 有 
|| K Cx Pde dy <clll, 
那么 (9. 62) 式 对 任意 上 ,1 均 成 立 . 
由 此 可 知 , 在 小 波 系 下 算 子 矩阵 的 元 素 主 要 集中 在 对 角 线 附近 ,， 离 对 角 
线 愈 远 的 元 素 绝对 值 愈 小 . 于 是 , WORF To 的 非 标准 格式 对 应 的 矩阵 中 所 
HERNARË 以 外 的 元 素 均 为 零 (B 2N), 这 样 就 得 到 一 个 带宽 矩阵 ( 带 
RAB) 及 与 之 相应 的 算 子 T, WRA T3 作为 T 的 一 个 逼近 , 那么 
ITË — To I| <EK + ogM, 
其 中 Ck 是 只 与 核 函 数 K 有 关 的 常数 , logsM 是 矩阵 表示 中 的 尺度 数目 . 在 大 


多 数 数值 计算 中 , 若 给 定 计算 精度 es, 小 波 的 消失 和 矩 阶 数 N, 则 根据 (9. 61) 


R, 只 要 选择 带宽 B 满足 
1 
B> (& tone”, 


就 可 以 使 计算 结果 达到 预期 的 精度 . 
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9.3 利用 小 波 变 换 求 解 偏 微分 方程 


根据 上 一 节 的 讨论 可 知 , 包括 Calderon-Zygmund 算 子 和 拟 微分 算 子 在 
内 的 一 大 类 算 子 都 可 以 在 小 波 基 下 用 稀 玖 矩阵 (带宽 和 矩阵) 表示 . 例如 考虑 积 
分 算 子 


二 co 
TF) =|" Key) ody, 


并 构造 它 在 二 维 小 波 基 下 的 矩阵 表示 ,就 可 以 发 现 该 矩阵 的 各 个 子 块 中 元 素 
值 ( 作 为 关于 它 到 对 角 线 距离 的 防 数 ) 的 下 降 速 度 要 比 原来 核 函 数值 的 下 降 
速度 快 得 多 , 且 小 波 消失 矩 的 阶 数 越 大 ,下 降 得 越 快 . 于 是 ,我们 可 以 在 给 
定 精 度 要 求 下 对 每 个 子 矩阵 元 素 作 带宽 近似 ,进而 构造 快速 算法 ,减少 计 算 
量 提高 算法 效率 . 


9. 3.1 问题 概述 


这 一 节 的 目的 是 以 椭 贺 边 值 问题 为 例 阐 述 如 何 利用 小 波 求解 偏 微分 方 
E. BA, 与 传统 方法 相 比 , 小 波 的 使 用 究 竞 意 味 着 什么 呢 ? 

按照 数值 分 析 的 观点 , 用 传统 方法 求解 积分 方程 和 求解 微分 方程 边 值 问 
题 是 有 显著 差别 的 . 微分 方程 离散 化 的 结果 是 一 个 条 件数 很 大 的 稀 朴 的 线性 
方程 组 ， 而 积分 方程 离散 化 的 结果 则 是 条 件数 较 小 的 稠密 的 线性 方程 组 . 更 
确切 地 说 ,微分 算 子 对 应 的 矩阵 的 条 件数 随 步 长 的 减 小 或 方程 组 规模 的 增 大 


以 多 项 式 速度 增 大 . 例如 ， 二 阶 有 限 差分 算 子 的 离散 化 逢 阵 的 条 件数 以 


CRN?) 的 速度 增 大 , 其 中 有 为 步 长 ,，N 是 离散 化 的 点 数 ; 而 第 二 类 积分 方程 
的 离散 化 矩阵 的 条 件数 不 随 步 长 的 减 小 而 增加 , 但 矩阵 是 稠密 的 . 然而 , 在 
小 波 坐 标 系 下 情况 就 不 一 样 了 .对 于 微分 方程 求解 ,小 波 可 有 效 地 减 小 系数 
矩阵 的 条 件数 ， 改 善 方程 组 的 病态 程度 ， 提 高 算法 性 能 ; 而 对 于 积分 方程 来 
说 , 在 小 波 系 下 原来 较为 稠密 的 系数 矩阵 被 稀疏 和 矩阵 取而代之 , 这 样 就 大 大 
减少 了 计算 代价 (cost), 加 快 了 求解 速度 . 为 简单 起 见 , 下 面 主要 介绍 小 波 
在 微分 方程 求解 中 的 应 用 ,至 于 积分 方程 求解 ， 其 本 质 思想 是 一 致 的 , 这 里 
RIGET. 

在 多 重 网 格 法 或 多 水 平 法 等 经 上 典 方法 中 ，Green 函数 的 矩阵 表示 中 一 般 
AON’) 非 零 元 素 ， 很 难得 到 构造 该 矩阵 的 快速 算法 , 但 在 小 波 基 下 Green 
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函数 的 矩阵 表示 中 只 有 ON) ERR, 其 构造 只 需 OCN) 运算 , 并 且 原 问 
题 的 求解 就 转化 为 矩阵 和 向 量 相 乘 ， 即 在 小 波 系 下 所 需 的 运算 量 下 降 为 
OWN). 基于 以 上 事实 , 这 里 主要 描述 如 何 用 快速 算法 构造 Green 函数 . 

此 外 , 为 了 提高 收敛 速度 ,进一步 减 小 条 件数 ,克服 数值 不 稳定 性 , 需 
要 对 离散 的 线性 方程 组 进行 预 处 理 . 我 们 把 用 来 作 预 处 理 的 矩阵 称 为 预 乘 子 
或 预 处 理 器 (preconditioner). 对 于 带 有 周期 边界 条 件 的 椭圆 方程 ,在 小 波 系 
下 总 存在 对 角 预 乘 子 , 使 得 算法 仅仅 与 条 件数 为 OCD 的 稀 朴 矩阵 的 代数 运 
BAK, 因而 是 OCN) 算法 , HN 是 离散 化 后 的 线性 方程 组 的 规模 . 


9.3.2 ”两 点 边 值 问题 及 其 差分 格式 
考虑 带 有 Dirichlet 边界 条 件 的 两 点 边 值 问题 
| = taw oe) = fQ), 
ud) = ul) = 0, 


Fob a(t) 足够 光滑 且 a(z) > 0, ziE (0.1). 这 里 所 描述 的 方法 也 适用 于 更 一 
般 的 椭圆 型 微分 算 子 , 如 


lu = 4 (ace) W) au, 


(9. 63) 


HP b(t) > 0. 
首先 采用 交错 差分 格式 将 问题 (9. 63) 离散 化 , 得 到 如 下 线性 方程 组 : 
A, Lue — lany Fand Ju; Hah tin = hifi, i= 1,2, N, 
(9. 64) 
其 中 有 是 步 长 , 而 


. .| 1 
u; = u(t;), ait = alty)» fi = f(t), t; = 4h, tijd = (itz)a. 


t 


FFAS u = uny =0. 这 样 (9. 64) 式 就 可 以 写 为 


Lu = f , (9. 65) 
其 中 LL 为 NX N ERE: 
(ai Faz) ag 0 … 0 0 0 
ag — (az tas) as 0 0 0 
L= : : : : ’ 
0 0 0 e ay (aya tay 4) ay—4 


0 0 0 … 90 QN- —G@y—4 tay) 
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m u = (ui slg stsuy) 和 f= hê Cis frst fro? 是 NN 维 列 向 量 . 
RE LERAP 矩阵 , 但 其 条 件数 很 大 . 这 是 因为 , WRO. 63) 式 


aC) =1, 那么 就 是 二 阶 微分 算 子 7 的 中 心 差分 矩阵 表示 ， 其 条 件数 为 


OWN). 另 一 方面 , 4a) 在 区 间 (0,1) 上 不 是 常 值 函 数 时 ,还 要 考虑 再 乘 
以 alz) 的 运算 , 这 个 乘法 算 子 的 条 件数 可 以 任意 大 . 这 就 意味 着 直接 求解 线 
性 方程 组 (9. 65) 是 非常 困难 的 . 注意 到 , 问题 (9. 63) HBF L 1 的 核 函 数 
满足 条 件 (9. 61) 和 (9. 62), 所 以 即使 对 于 较 小 的 NATL ! 在 通常 的 表示 下 
是 稠密 的 但 在 小 波 系 下 有 稀 聋 表示， 这 启发 我 们 可 以 考虑 由 工 出 发 在 小 波 系 
下 构造 志 一 .我们 的 目标 是 , OLA O(logN) 运算 来 计算 矩阵 1, Hp eE 
指定 的 精度 . 


9. 3.3 ”周期 化 和 预 处 理 


下 面 首先 将 原 问题 (9. 63) 化 为 周期 问题 ， 也 就 是 把 (9. 65) 的 系数 矩阵 节 
转化 为 循环 矩阵 的 形式 . 这 是 因为 周期 化 微分 算 子 在 小 波 基 下 的 预 乘 子 是 对 
角 和 矩阵 . 这 种 把 小 波 与 预 乘 子 相 结 合 的 方法 的 优越 性 主要 体现 在 : 一 方面 ， 
小 波 可 以 提供 一 个 有 效 的 坐标 系 ( 即 基 函 数 系 )， 使 得 原本 条 件数 很 大 的 系数 
矩阵 在 该 坐标 系 下 可 以 通过 一 个 对 角 预 乘 子 控制 条 件数 至 O(1) 大 小 ; 另 一 
方面 , 可 以 明显 改善 惯常 使 用 的 有 限 差 分 格式 的 性 能 . 

为 了 利用 周期 微分 算 子 的 优良 性 质 , 我 们 把 矩阵 工 化 为 一 个 循环 矩阵 和 
两 个 扰动 矩阵 之 和 的 形式 ， 


L=A—ayeeN— anryenel, (9. 66) 
其 中 
—(a} ta3) aa 0 … 0 0 ad 
a3 —(agtag) ag 0 0 0 
A= : : ’ 
0 0 0 … ay- —(ay_3tay_4) ZN 了 
any4t 0 0 … 0 ay—} —(an—} taypi) 


m e = (1,0,++:,0)7, en 一 CO,***,0,1)7 是 N 维 单位 向 量 . 
假设 a(t) 在 (0,1) 上 变化 不 剧烈 , 为 了 说 明 在 小 波 坐 标 系 下 对 角 化 预 处 


理 的 作用 , 不 妨 令 od) = 1, 此 时 算 子 工 为 二 阶 微分 算 子 , 即 工 = S, 而 
A=D, 其 中 
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—2 1 0 0 0 1 
1 一 2 1 0 0 0 
0 1 一 2 0 0 0 
D=]: : : : : : 
0 0 O = —2 1 0 
0 0 O … 1 一 2 1 
1 0 O + 0 1 一 2 


是 NxN 和 矩阵 , 而 N = 2). 这 里 , 考虑 将 也 在 小 波 系 下 用 标准 格式 表示 为 矩 
阵 也 ,， 取 对 角 预 乘 子 己 = (pu) 作 预 处 理 ， 记 为 
DE = PD.P, 


其 中 py = 28y,1<j<J, N- tI <i, I<N-Ñ, 而 pww = 27. 


图 9-6 给 出 了 了 = 5 时 二 阶 微分 算 子 在 小 波 系 下 的 矩阵 的 对 角 预 乘 子 . 


图 9-6 ”二 阶 微分 算 子 在 小 波 系 下 的 和 矩阵 的 对 角 预 乘 子 (Jj = 5) 
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表 9-3 FI THERE D 的 条 件数 x 和 Ds 的 条 件数 4n， 

由 表 9-3 容易 看 出 ,小 波 结合 对 角 预 乘 子 的 方法 可 有 效 地 改善 原 系 统 的 
病态 (条 件数 很 大 ) 特征 , 使 得 系统 求解 变 得 简单 可 行 , 且 小 波 的 消失 和 矩 阶 数 
越 高 ,变换 后 系统 的 性 质 越 好 (条 件数 越 小 ). 


表 9-3 ”二 阶 周 期 化 微分 算 子 在 N 阶 消失 和 矩 的 Daubechies 小 波 系 下 


对 应 的 系数 矩阵 的 条 件数 

N K | Ap = 3) eN = 6) 
32 0. 10409 X 10 8. 021 5. 2002 
64 0. 41535 X 108 9. 086 5. 2610 
128 0. 16605 X 104 10. 019 5. 2897 
256 0. 66405 X 104 10. 841 5. 3035 
512 0. 26562 X 10° 11. 562 5. 3103 
1024 0. 10625 X 108 12. 197 5. 3137 


现在 我 们 来 讨论 如 何在 小 波 系 下 求解 两 点 边 值 问题 . 记 离 散 小 波 变换 的 
和 矩阵 为 W, 并 设 W 是 正 交 和 矩阵 (选取 正 交 小 波 就 保证 了 这 一 点 ). 在 小 波 系 下 
(9.65) 和 (9. 66) 式 可 以 改写 为 
(A, —a1 ê, êl — angy ên Dû = f, (9. 67) 
其 中 4。 = WAW", û = Wu, f =Wf, ê =We, & êy = Wey. 
通过 计算 一 个 N = 2) 维 向 量 的 离散 (周期 化 ) 小 波 变换 , 我 们 在 尺度 了 
上 得 到 两 个 系数 : 一 是 表示 元 素 间 的 差异 的 高 频 系数 , 一 是 表示 总 体 均 值 的 
低频 系数 . 注意 到 向 量 的 总 体 均 值 与 该 向 量 各 元 素 之 和 成 比例 ,而 矩阵 4 的 
各 行 的 元 素 之 和 为 0, 因此 A, 具有 以 下 结构 : 
[B 0 
A = [a ‘|, 
其 中 B 是 一 个 (N 一 1) X (N 一 1) MERE, 其 条 件数 正比 于 N. 下 面 考虑 
如 何 确定 向 量 cT. 如果 在 求 Ao 时 首先 对 矩阵 4 的 各 列 作 小 波 变换 , 那么 变 
换 拖 阵 的 最 后 一 行为 


plany — a1) Ce] — ek), 
ETER ok TERA 的 阶 数 N. 为 了 得 到 矩阵 4。, 还 要 进一步 对 中 间 结 
ROEE) 的 各 行 再 作 小 波 变换 ， 最 后 可 得 


Ce" 0) = plays — a3 DCT — eR). 
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r; 、 
引入 记号 ‘=| | L=1,N, 其 中 x 是 NN 一 1 维 向 量 , p 是 尺度 因子 ; 
P 
d) ~ [ff 
N = = . A 
u; E HEZ 
_ ga 
2a = a} Fayh >» a= z BE 
则 (9. 67) 式 可 以 改写 为 
B 0 arırh +8ryr] plari +Bry))) fa fi 
T 9, 4 tt , £|- „|> (9.68) 
ck 0 plark + Bri) p 5 f 


Hh cT 一 2ap(B—a) (rt 十 rh). 将 
ari+pBr)d ff 
p 2ap* 
代入 (9. 68) 式 得 到 关于 4 的 N 一 1 元 线性 方程 组 : 


[B+2alern—Br (ri — ry) ld = f’ -Ler 十 Brn). (9.69) 


利用 小 波 求解 两 点 边 值 问题 (9. 63) 的 主要 依据 就 是 这 里 的 矩阵 B71! 是 稀 
Ra, 只 需要 OWN) 运算 就 可 以 得 到 . 下 面 先 假设 已 给 定 和 矩阵 B’, RE 
Sherman-Morrison 公式 ， 由 (9. 69) 式 得 


d = [B> —oB™ (en — Bryn =r) Ei -L Gr, +Ary) | 
p 


(9.70) 
其 中 
s= 2a 
1+2a(r, — ry)" B! laêr — Bry) 
进一步 , RMA FL 分 块 为 

I 

L! = | 工 e), (9.71) 
q 7 


可 以 得 到 
T=B!—oB l(ar—Brv ri—rn)'B, (9. 72) 


P =- Z> ları 十 BrN) — or: B Car —Brv)], (9.73) 


q =~ 7 lar? + Bro 一 okz(m —ry)'B'], (9. 74) 


_ 1 1 
y= oz («s OK 1K 5a) ， (9, 75) 
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其 中 


K2 = (arf + Prk) B la? ri 一 B FrN)， (9. 76) 
k3 一 (Carl 二 +Bri)B | Cer; + rn). 
注意 到 (9. 72) ~ (9. 76) AH BTA EE Ae ERE RS A Aa DIE E 
B' ARAB ri ,ry， 因 此 构造 逆 算 子 L7! HRA Ree B 
的 问题 . 
9. 3.4 计算 周期 算 子 的 道 
现在 , 我 们 来 计算 周期 算 子 如 的 逆 算 子 B : ， 可 大 致 分 为 3 个 步骤 . 
(1) 对 (N 一 1) x (N—1 矩阵 吾 作 如 下 变换 ; 
B, = PBP, 
其 中 了 = (pi) 为 对 角 和 矩阵 ， 即 
bu = Za, 1LjSJ, N— 


[i 1] = (rı —ry) B! (ar; 十 BrN)， 


Mi ti<it<n-Z. 


这 样 B, 的 条 件数 为 O(1). 矩阵 BB, AMER E. 
(2) ANER By’. 采用 以 下 迭代 算法 ， 
Xo = aB% 9 (初始 化 ) 
Xi = 2X, — XB ,B,, (9. 77) 
SEO <a<S » Mo Æ B, 的 最 大 奇异 值 . 


re By» E(RRIK (9. 77) 收敛 到 By’, ERR B, 的 条 件 
数 的 对 数 成 比例 ,也 即 OO). 

如 果 和 矩阵 B, By’ AEA PEER X, ENEE TIARA, 那么 用 
ERARO. 77) 计算 逆 和 矩阵 需要 OCN) 运算 量 .因为 我 们 事先 知道 B71! 在 小 
波 基 下 的 表示 是 稀疏 的 (满足 给 定 精度 要 求 ), 所 以 只 需要 保证 迭代 过 程 的 所 
有 中 间 和 矩阵 X 的 稀 琉 性 . 在 算法 (9. 77) 的 执行 过 程 中 , 对 每 次 迭代 的 结果 
把 所 有 绝对 值 小 于 给 定 阔 值 (例如 10 ) 的 元 素 置 0 来 计算 低 精度 的 近似 北 矩 
阵 ， 随 着 迭代 次 数 的 增加 逐步 减 小 阔 值 来 提高 近似 解 的 精度 . 

(3) HERB. 在 按 给 定 精度 要 求 求 得 By 以 后 , 就 可 按 以 下 公式 
计算 BB : 

B = PB7'P. (9. 78) 

HF Pkt AM, 所 以 在 计算 B, = PBP 和 (9. 78) 式 的 过 程 中 只 有 乘 
法 运算 , 无 精度 损失 . 特别 地 , 这 里 仅 用 2 PERRIER, 所 以 未 引入 合 
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人 误差 . 

至 此 , 再 回 到 (9. 71) ~ (9. 76) 式 进行 相关 计算 即 可 完成 棍 圆 微分 算 子 荆 
的 逆 瑟 -的 构造 . 
9.3.5 ”问题 的 进一步 扩展 

我 们 在 前 面 的 论述 中 一 直 假设 函数 a) 在 区 间 (0,1) 上 变化 不 大 , 事实 
Ea) 存在 变化 时 上 述 方法 同样 有 效 . 


如 果 a(t) 是 使 得 有 限 差分 格式 (9. 64) 适用 于 求解 两 点 边 值 问题 的 函数 ， 
那么 在 (9. 64) 两 边 同 时 乘 以 对 角 和 矩阵 


P, = diag( 1 


L_ L 
Jay’ faz” Jax) 
就 得 到 相应 于 算 子 -5 Z (a UHER 


a} at Fat 4 Ait h? fi 
1 一 v; 4, = kK —, 
Väina | a; Gia i wn Ja; 
z= 1,2,-°,N, (9, 79) 
Eh v; = u; fa;, i= 1,2, N. 
如 果 aC) 足够 光滑 ,那么 就 有 
h 
alt—-7> 
2) ous, 
Valt—h)alt) 
h h 
alt— 5 \taltt > 
( 2 ) ( 2) 31008, 
a(t) 
以 及 
a(e+ 4) 
= 140064). 
valt)alt +h) 
于 是 , 对 应 于 (9. 79) 式 的 矩阵 工 就 可 以 写 为 工 = Lo HKR, 其 中 
一 2 1 0 … 0 0 0 
1 一 2 1 … 0 0 0 
L=]: 。 : 。 。 。 
0 0 0 1 一 2 1 
0 0 0 0 1 一 2 


给 定 算 子 已 ， 则 
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L” = Lp U+ RLR. 
只 需 计算 CU 十 用 151R)-!. 如 果 算 子 T== 一 hiLo R 的 最 大 奇异 值 小 于 |, 
een 
十 co 四 
(I—D7 =[][Ud+T”), 


j=0 


那么 利用 迭代 算法 (9. 77) RAF L 就 特别 简单 
9.4 ”约束 预 处 理 共 轿 梯度 算法 


偏 微分 方程 理论 的 研究 具有 悠久 的 历史 . 直到 20 世纪 50 年 代 , 由 于 广 
义 函 数理 论 的 建立 ， 人们 逐步 习惯 于 用 这 样 一 个 观点 来 看 待 微分 方程 , 即 认 
为 它 是 由 一 个 微分 算 子 所 导出 的 映射 . 于 是 ， 一 个 微分 方程 的 求解 就 可 以 视 
为 相应 的 微分 算 子 在 一 定 意义 上 的 求 道 . 

我 们 在 上 一 节 用 一 个 最 简单 的 例子 , 描述 了 求 椭圆 微分 算 子 的 逆 算 子 的 
基本 思路 . 现在 我 们 从 一 般 椭圆 边 值 问题 出 发 , 介绍 求解 椭圆 微分 算 子 的 北 
GF AZT TSE a TK. 


9.4.1 问题 的 描述 
考虑 椭圆 微分 方程 边 值 问题 
lu=f, x€ DCR, (9. 80) 
Bu lap = g» (9. 81) 
这 里 ， x= Cr sT? sty) E R? 中 的 变量 ， L 是 椭圆 微分 算 子 
d 
一 一 2) laj une, HOU (9. 82) 
i=l 
B 是 边界 算 子 
Bu = au +8 2E, (9. 83) 


我 们 假设 区 域 D 的 边界 3D 形状 很 复杂 . 
从 理论 上 说 , 求解 问题 (9. 80) 和 (9. 81) 的 经 典 方法 大 致 有 3 PER. 
(1) 将 函数 /光滑 地 延 拓 到 包含 DD 的 超 矩 形 箱 区 域 B 上 (DCBCR?)， 
得 到 for: XC B, A foe = fs x © D; 7 
(2) 求解 带 有 周期 边界 条 件 的 问题 
Lu = fo, XEB, (9. 84) 
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得 到 解 ux ; 

(3) 令 (9. 80) 式 的 解 具 有 形式 u = uext 十 v, 其 中 wv 是 下 述 问题 的 解 : 

Lv=0, xE€ED, 
Bu | ap = g — Buex lap- 

这 里 着 重 考虑 步骤 (2) 的 实现 ， 即 求解 问题 (9. 84). 我 们 的 目标 是 建立 
一 种 自 适 应 算法 ， 其 运算 次 数 与 /cx 的 离散 表示 式 中 非 零 元 素 的 个 数 成 比 
例 . 现 有 的 数值 方法 是 先 将 区 域 8 作 适当 的 网 格 刘 分 ， 再 把 方程 (9. 84) 离散 
化 ,然后 将 问题 化 为 线性 方程 组 求 其 数值 解 . 由 于 离散 化 后 的 方程 必须 能 够 
反映 函数 了 在 其 奇异 点 以 及 光滑 区 域 的 特征 , 所 以 当 f 不 够 规则 时 就 需要 选 
取 很 多 的 网 格 点 或 单元 , 进而 导致 离散 后 的 线性 方程 组 复杂 难 解 . 目前 普遍 
采用 的 自 适 应 算法 (例如 自 适 应 网 格 或 不 规则 单元 法 ) 在 求解 这 类 问题 时 ,， 需 
要 综合 考虑 算法 设计 和 程序 实现 , 特别 是 当 维 数 较 高 时 运算 相当 烦琐 .下面 
我 们 考虑 用 小 波 基 来 表示 函数 ,利用 小 波 优越 的 时 频 局 部 分 析 能 力 得 到 一 种 
较为 简便 的 自 适应 算法 . 


9.4.2 ”精度 子 空间 


为 了 方便 起 见 , 考虑 带 有 周期 边界 条 件 的 Poisson 方程 
Au=f, xEB. (9. 85) 
BV, hez E LRI 的 一 个 多 分 辨 率 分 析 (MRA) : 
"CV CV, CVC, 
其 中 V, 是 由 标准 正 交 系 {qj,x (x) ,Kk € Z) 张 成 的 子 空 间 ， 即 
V, = span{gp; (£), k € Zf, x€ RR}, jG EZ, 
H k= Cki ska ,ka) 是 多 重 指标 , 而 


id 4 
git Cz) = 22 | [2r — ki), 
i=1 


这 里 的 g 是 L?(R) 的 一 个 OMRA 的 生成 元 或 尺度 函数 . 
进一步 , 设 W; 是 Vj 在 Yi 中 的 正 交 补 , BD 
Va =V DW, VW). 
车 考虑 最 粗 尺度 为 j 二 J, WA 
PRD =V; OW; 


为 了 确定 W; 的 标准 正 交 基 , 我 们 定义 


gf (x) = ests 
l glr); p=0, 
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其 中 少 是 与 尺度 函数 wp 对 应 的 小 波 , BRAKE. 令 


Wan) = Oe lle (22, — ki), 
{=1 


其 中 多 重 指标 o = Co sp2" 94) Æ 0, 而 pp 一 1 或 0， l= 1,2,°"",d. 则 
W, = spantye,(2), KE Zf, xE R), FEZ 


了 


这 样 就 可 以 将 函数 f(x) 和 (9. 85) 的 解 a(x) 在 小 波 基 下 表示 为 
f(x) = 24 > 之 F542 6) 十 ship Coy (9. 86) 


u(x) = SEI, pfx) 十 Si, KPT kX), (9. 87) 


j<d k 
其 中 
Fir = Cf ge, Wr = Uhre? 
Shar = Sogn ads Sa = pra). 
在 实际 计算 中 ， 由 于 小 波 具 有 优良 的 压缩 性 能 ， 所 以 只 需 在 分 解 式 
(9. 86) 和 (9. 87) 中 截取 有 限 几 项 就 能 得 到 很 好 的 近似 . 为 了 刻画 逼近 的 精 
BE. 定义 函数 (OO 的 。 精度 子 空间 为 
M5; = V; U spani? | Gskso): | fin le}, 
解 u(x) 的 e 精度 子 空间 为 
ME = Vj U spaniel Geko): [u| >} 
于 是 , 可 以 由 Ms 估计 M2， 并 且 有 以 下 结论 : 


定理 9.4 设 u(x) = 2 2 Da ah te (c 为 常数 ) 是 带 有 周期 边界 条 


ix] 


4+ #4 Poisson 问题 

Au= Py, xEB 
的 解 ， 那 么 Ve > 0, LARADO, p> 0, 使 得 这 个 解 中 满足 | | > 
e 的 所 有 非 零 系数 的 指标 (j,k,0) 均 有 | 天 一 大 | 魏 1 且 | 一 门 委 Ap， 其 中 
和 和 六 的 大 小 不 仅 依赖 于 e 而 且 也 依赖 于 小 波 基 的 选取 . 


根据 定理 9. 4, 对 于 给 定 的 My, 可 以 构造 一 个 集合 M4,,《 称 为 MS 的 一 个 
Qs) 一 邻 域 ), 使 得 Ms CM, ASL, 子 空间 M, 的 估计 就 相当 于 构造 一 个 
Pye 把 我 们 感 兴趣 的 非 零 系数 的 指标 都 包含 在 这 个 网 日内 . 

若 直 接 根据 My 来 估计 Mi, 则 是 很 麻烦 的 ,我们 可 以 使 用 迄 代 方法 . 例 
如 , 首先 直接 在 子 空间 M, 上 求解 , 得 到 近似 解 a， 估计 的 精度 OEH e> 
e). RER u W Laplace EHIE Y, hiit ie METS. 再 在 这 个 子 空间 
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上 重复 刚才 的 操作 , 以 提高 解 的 精度 . 换言之 , 通过 反复 选 代 就 可 以 构成 ME 
fs UE. 

一 般 说 来 ， 以 上 迭代 过 程 只 需 少数 几 步 就 可 以 达到 指定 精度 要 求 ， 也 即 
得 到 需要 的 Mi,,. 事实 上 , 确定 了 M, 也 就 知道 了 空间 作 多 尺度 分 解 的 层 
数 , 在 此 基础 上 就 可 以 将 原 问题 在 小 波 基 下 化 为 求解 线性 方程 组 的 问题 . E 
如 上 一 节 所 述 ,该 方程 组 系数 矩阵 的 条 件数 通常 很 大 ,导致 矩阵 求 逆 过 程 出 
现 数值 不 稳定 ,需要 先 对 系数 矩阵 进行 预 处 理 ， 再 选择 适当 的 方法 求解 . 下 
面 就 来 讨论 这 一 过 程 . 


9.4.3 自 适应 算法 


一 般 说 来 , 算 子 在 小 波 基 下 的 矩阵 具有 很 大 的 条 件数 . 为 了 改善 这 种 状 
况 ,提高 运算 速度 和 数值 稳定 性 , 我 们 先 引进 一 个 简单 算 子 对 这 个 矩阵 进行 
预 处 理 . SRR FASE SURE CCO) 并 限制 在 子 空 间 My, LERRA. 所 以 ， 
我 们 称 这 种 自 适应 算法 为 约束 预 处 理 共 因 梯度 算法 (CPCG). 

考虑 周期 算 子 A 在 子 空 间 V 上 的 投影 L。， 即 

Lo = PoAP,, 
其 中 Po 是 由 (3. 42) 式 定 义 的 Vo LNB FT. 

又 设 Ln 是 周期 算 子 A 在 小 波 基 下 用 非 标准 格式 表示 的 矩阵 ， 则 方程 

(9. 85) 可 化 为 

Lu = fu» (9. 88) 
其 中 心 Af, 是 函数 和 了 在 相应 小 波 系 下 的 离散 向 量 表示 . 这 里 的 工 ,, 是 
稀疏 的 带宽 矩阵 但 是 条 件数 通常 非常 大 . 

我 们 知道 , 对 于 周期 微分 算 子 在 小 波 系 下 用 非 标准 格式 表示 的 矩阵 Lao 
总 存在 简单 的 具 O(1) 条 件数 的 对 角 预 乘 子 已 例如 对 于 二 阶 微分 算 子 , 可 取 
P= (pi) nxn» HP 

pu = Žu, 1<SG<I, Pin = 2, 


BN-SS+1<il<N-2,N=2). 这 里 我 们 采用 这 种 预 乘 子 ， 至 于 


如 何 构造 更 一 般 算 子 在 小 波 基 下 的 简单 预 乘 子 , 我 们 将 在 下 一 段 详细 讨论 . 
EPEL. 的 一 个 对 角 预 乘 子 , 并 记 u = Pv, 那么 (9. 88) 式 可 以 改写 为 
PL,,Pv = Pf,,,. (9. 89) 
与 直接 求解 (9. 88) 式 相 比 , 方程 (9. 89) 的 求解 要 简便 得 多 , 这 是 因为 PL,,P 
的 条 件数 为 OU), 远 远 小 于 工 ,, 的 条 件数 . 
为 了 求解 (9. 89), 我 们 采用 共 轿 梯度 法 , 并 且 限 制 在 子 空间 M, 上 进 
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行 . 如 果 没 有 这 样 的 限制 , BARS RAR BAA Ee el +o 
密 而 后 期 在 子 空间 Mi 之 外 比较 稀 琉 .于 是 , 把 求解 限制 在 一 个 子 空间 上 进 
行 在 自 适应 算法 中 是 相当 重要 的 . AS, h TATATA, Hp 
度 法 只 需 少 数 次 的 迭代 即 收敛. 

FENDA ID AR FASS EI, 只 是 在 共 轿 方向 产生 了 有 意义 的 非 零 
TR, 这 些 元 素 位 于 子 空间 Mo 内 .对 于 这 种 算法 , 每 次 近代 的 运算 量 与 
Mi, 中 元 素 的 个 数 成 比例 ,迭代 次 数 是 O(1) 的 . 于 是 , 整个 运算 次 数 与 了 的 
重要 系数 即 Ms 的 维 数 成 比例 . 


9.4.4 ” 算 子 的 预 处 理 


预 乘 子 的 引入 在 自 道 应 算法 中 是 至 关 重 要 的 ， ne 
值 稳定 性 是 否 提高 ,经 过 预 处 理 后 每 一 步 迁 代 的 代价 (cost) 是 否 减少 等 . M 
在 ,我 们 考虑 如 何 构造 算 子 
L=—A+C. - (9. 90) 
在 小 波 基 下 的 对 角 预 乘 子 , 其 中 AE Laplace HF, C > 0 是 常 算 子 . 注意 到 
如 果 算 子 A 和 8B 用 小 波 基 表示 时 均 为 对 角 和 矩阵 , 对 角 元 为 a; Mb, Ha; 十 


个 理想 的 对 角 预 乘 子 . 


我 们 已 名 ean. 尽管 A 并 非 对 角 算 子 , 但 存在 一 个 很 好 的 对 角 预 乘 子 ， 
因此 可 取 这 个 预 乘 子 代替 一 A 来 构造 算 子 (9. 90) 的 预 乘 子 . 注意 到 恒 等 算 子 
1 的 小 波 基 表示 是 单位 矩阵 , 所 以 把 算 子 + 限制 在 子 空间 


#0, 那么 以 - 


ESEGI j 
E, 在 这 个 子 空间 上 构造 算 子 (9. 90) HRTF P = (pi) nxv， 得 到 
by 
VET 


+I<SAIKN-Ñ, 而 


Pai = (9. 91) 


HrHIi<j<J, N=2/, aN-WN. 


2 盖 1 


-1 
PN FTL 
数值 实验 表明 , 形 如 (9. 91) 式 的 预 莱 子 是 非常 有 效 的 . 表 9-4 列 出 的 是 


算 子 一 点 十 C 在 小 波 基 下 表示 为 一 个 256 x 256 和 矩阵 后 用 (9. 91) 式 中 的 预 乘 
子 作用 前 后 的 条 件数 . 
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#2 9-4 -£ 十 C 在 消失 和 矩 阶 数 为 6 的 Daubechies 小 波 系 下 对 应 的 算 子 


矩阵 的 条 件数 < 以 及 用 对 角 预 乘 子 作用 后 的 条 件数 cp 


7.1X103 |17.1X10 | 7. 


1.3X103 | 6.7X103 


如 果 考 虑 算 子 了 上 一 一 A 十 V, 其 中 疼 是 乘 以 函数 Y(z) 的 乘法 算 子 , 那么 
可 在 较 细 尺 度 上 得 到 类 似 的 构造 . 具体 地 说 , 选取 较 细 尺度 ;, 使 得 V(x) 在 
小 波 好 SRO 上 变化 不 大 , 考虑 由 
(Vag pe p) = = Vz Rk 
确定 的 对 角 算 子 Vi, HA ra CO. 这 时 就 可 用 对 角 算 子 Vos 来 代替 V， 
用 上 述 方法 构造 算 子 上 == 一 A 十 Ves 的 预 乘 子 来 作为 了 上 = 一 A 十 V 的 预 乘 子 . 
大 多 数 和 迭代 法 所 产生 的 代数 误差 都 呈 指 数 衰 减 , 上 且 衰 减速 度 受 到 相应 于 
这 个 算 子 的 矩阵 的 条 件数 «的 控制 . 例如 共 思 梯度 法 ,对 于 系数 矩阵 为 对 称 
正定 矩阵 的 NN 元 线性 方程 组 
Au = b, 
其 精确 解 u 与 第 mm DOERR UT u” 之 间 的 误差 为 
m ve—1 
Iu wl, <2 
其 中 四 是 迭代 初 值 , | xs =v CA, x). 我 们 注意 到 , 对称 矩阵 的 条 件数 < 就 
等 于 其 最 大 特征 值 与 最 小 特征 值 之 比 的 绝对 值 ， 因 此 为 了 改善 收敛 性 ， 可 以 
通过 求解 一 个 与 之 等 价 的 线性 方程 组 
PAP'x = Pb 
来 减 小 条 件数 ck， 这 里 己 必 须 满 足 两 个 条 件 : 
(1) K(PAPT) <«(A); 
(2) 呈 与 任 一 向 量 相 乘 的 运算 必须 很 简单 . 
例如 ,二 阶 微分 算 子 在 小 波 基 下 的 矩阵 几乎 是 对 角 的 ， 我 们 很 容易 给 这 个 算 
子 构造 对 角 预 乘 子 P 二 《pj ) nxn 如下: 
bu = 28s 1 [Ij SIJ, pn = 27, 


m 
Ju— w |a: 


RRN- +1 <i NK, N=. 
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习 题 9 


1. 证 明 ; Sturm-Liouville 边 值 问题 (9. 1) 的 解 可 由 公式 (9. 2) 表示 . 
2. 详细 推导 积分 算 子 (9. 10) 的 了 尺度 小 波 逼近 的 和 矩 阵 形式 (9. 27). 
3. 设 rh 由 (9.36) REX, IEW: Deer, 一 一 1 

4. 推导 (9. 43) R. 

5. 证 明定 理 9. 2. 

6. Re) ELR 是 尺度 函数 , 令 


Dy) = | wow 一 y)dt, 


证 明 : | “6(y)dy = 1. 


7. 利用 二 阶 中 心 差分 将 带 有 Dirichlet 边界 条 件 的 两 点 边 值 问题 
—u'(t)+au(t) = f(t), tE (0,1), 
To = u(l)=0 
离散 化 ， 其 中 a 是 正常 数 . 


(1) 取 步 长 太一 各， 写 出 离散 化 线性 方程 组 Lu = f; 


(2) WHERREA BARKER L 的 条 件数 ; 
(3) 给 出 形 如 (9. 66) HOR, HIRE A. 
8. EMA, = (ah) 是 一 个 2 X27 Be, 其 中 
| 一 2 二 ee j—271 ， Aj TAQ, jA, 
0, 其 他 ， 
ij = 0,1,2，,2n —1, 
(1) 利用 Daubechies 小 波 D4 计算 Ay 的 非 标准 格式 与 标准 格式 . 
(2) 把 上 述 结 果 中 绝对 值 不 超过 10 的 元 素 置 为 0 而 其 他 元 素 不 变 ， 再 
用 图 示 方 法 分 析 小 波 对 算 子 的 压缩 能 力 . 
9 考虑 热传导 方程 


2 
ten tia toe = f(z,t), t>0, 


, = 


u(xz,0) = u(x) (一 ce < r <+), 
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FP a By 是 常数 . 
(1) 根据 BCR 算法 建立 数值 求解 格式 ， 并 估计 还 近 误 差 ， 
(2) Ra=0,8=—-1,y=1, BR fat) 与 u(x) RHA 
Cr +10) +2), x<0.5, 
saD toy 230.5, 170 
_ /z+10, z<0.5, 
ula) ={ x=0.5, 
求 该 方程 的 数值 解 . 
(3) AD 中 所 求 得 的 数值 解 ， 与 方程 的 精确 解 
{et xz<0.5, 
u(x,t) = 
(x—10)C¢+1), z=0.5,.: 


进行 误差 分 析 并 作 图 比较 . 
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